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1 Perfektni a chordalni grafy

1.1 Opakovani
Definice 1. G je perfektni, jestlize pro kazdy indukovany podgraf H grafu G plati
X(H) = w(H).

Lemma 1. V libovolném perfektnim grafu existuje RoNeMno (Rozsahlé nezéavisla mnozina), tedy nezavisla
mnozina protinajici vSechny kliky v G velikosti w(G) (¢ili obsahuje alespori jeden vrchol z kazdé nejvétsi
kliky). Navic existuje RoNeMno obsahujici libovolny pfedepsany vrchol.

Lemma 2. Méjme G takovy, ze kazdy jeho indukovany podgraf ma RoNeMno. Pak G je perfektni.
Definice 2. Graf G je chordalni, pokud neobsahuje kruznici délky > 4 jako indukovany podgraf.
Definice 3. Vichol v € V(G) je simplicidlni, pokud mnoZina vsech jeho sousedi indukugje kliku v G.

Definice 4. Perfektni eliminac¢ni schéma (PES) grafu G je uspordddni vrcholi vrcholi G do posloupnosti
U1, ..., U, takové, Ze pro kaZdé i € |n| plati, Ze sousedi v; mezi vrcholy vy, ..., v;—1 tvori kliku v G.

2  Piiklady

Priklad 1. Necht G je graf a v jeho vrchol. Bud H graf, v némz nahradime v klikou, pficemz vrcholy
v klice maji stejné sousedy mimo kliku jako mélo v. Ukazte, ze G je perfektni pravé tehdy, kdyz H je
perfektni.
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Piiklad 2. Ukazte, ze dopliikky bipartitnich graft jsou perfektni. (Rozmyslete si, Ze to plyne skoro hned
ze slabé véty o perfektnich grafech a pak to zkuste dokazat bez ni).

(hint: Rozmyslete si ¢emu odpovidaji maximélni barevné tiidy a aplikujte Konigovu vétu, tedy ze ve-
likost nejmensiho vrcholového pokryti v bipartitnim grafu je rovna velikosti nejvétsiho parovani. Piipadneé
to pijde i indukei.)

Priklad 3. Chordalni grafy jsou grafy bez indukovanych cykla délky > 4. Rozmyslete si jak vypadaji
grafy bez bez indukevanyeh cykla délky > 4.

Piiklad 4. Ukazte, Ze chordalni graf na n vrcholech ma nejvys n maximalnich klik (obecné si rozmyslete,
ze graf jich mtize mit az exponencialné mnoho).

Priklad 5. Z prednasky vite, ze pokud je souvisly graf chordélni, tak je kazdy miniméalni fez klika. Ukazte,
ze opak neplati. Tedy najdéte piiklad souvislého grafu G, jehoz kazdy minimalni fez je klika, ale G neni
chordéalni.



Priklad 6. Graf G je prinikovy graf podstromai, jestlize existuje strom 71" a funkce 7 pritazujici kazdému
vrcholu G (souvisly a neprazdny) podstrom stromu 7' tak, ze kazdé dva vrcholy u a v tvofi hranu G pravé
kdyz n(u) Nn(v) # 0. Ukazte, ze kazdy prinikovy graf podstromu je chordalni.

Priklad 7. Ukazte, Ze kazdy chordélni graf je prunikovy graf podstromu néjakého stromu.
(hint: Postupujte indukci. Pfidavejte simplicidlni vrchol.)

3 Kdyz zbyde cas

Piiklad 8. Bez pouziti slabé (nebo silné) véty o perfektnich grafech dokazte, Ze je-li L(G) linegraf bipar-
titniho grafu G, pak L(G) je perfektni. (Hint:zase se hodi Konigova véta)




