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1 Parovani

Tvrzeni 1 (Tutte). Graf G méa perfektni parovani pravé tehdy, kdyz pro kazdou A C V(G) je pocet
lichych komponent v G\ A mensi nebo roven |A|.

*Dokonce obecnéji plati, ze velikost nejvétsiho parovani v libovolném grafu G je rovna
[V(G)| — maxucy (g (odd(G'\ A) — |A])
2
kde odd(G \ A) je pocet lichych komponent v G \ A.

Tvrzeni 2 (Petersen). Kazdy kubicky (tedy 3-regularni) graf bez mostii mé perfektni parovani.

Priklad -1 (na hodiné). Necht G je graf, kde kazdy vrchol ma lichy stuperi. Ukazte, Ze pak pro libovolnou
mnozinu A C V(G) liché velikosti plati, ze mezi A a V(G) \ A vede lichy pocet hran.

Piiklad 0 (na hodiné). Dokazte Petersenovu vétu ovéfenim Tutteovy podminky (podminka pro existenci
perfektniho parovéani) za pomoci predchoziho pfikladu.

Priklad 1. Najdéte graf bez perfektniho parovani, ktery
a) je 3-regularni a souvisly (ale ne hranové 2-souvisly)
b) je 2-souvisly a ma vSechny stupné > 3

Piiklad 2. Dokazte Hallovu vétu z Tutteovy. Napiiklad pomoci postupu nize (pro tu hlavni implikaci).
Necht bipartitni graf G ma partity X, Y.

e Uvazme pomocny graf H, kde H vnikne z G, tak ze nejdrive pridadme vrchol do Y, pokud byl pocet
vrcholti v G lichy (tak aby pocet vrchold v H byl sudy). A nésledné do podgrafu H[Y] pridame
v8echny hrany (aby byl uplny).

e Dokazte, ze G ma parovani velikosti | X| pravé kdyz H méa perfektni parovani.
e Dokazte, ze pokud G spliuje Hallovu podminku, tak H spliiuje Tutteovu podminku.
e Dokoncete dikaz.

Priklad 3. Dokazte, Ze pro kazdou hranu kubického grafu bez mosti existuje perfektni parovani, které ji
neobsahuje.

Piiklad 4. Dokazte, ze kazdy k-regularni hranové (k — 1)-souvisly graf na sudém pocétu vrcholi méa
perfektni parovani.



Priklad 5. Dokazte, ze velikost nejvétsiho parovani v libovolném grafu G je rovna

[V(G)| — maxacy(g)(0dd(G'\ A) — [4])
2

Hint: Muze se hodit uvazovat pomocny graf, ktery z G vznikne tak, Ze pfidame |V| — 2k vrcholi
spojenych se vSemi originalnimi. A nasledné porovnavat parovani velikosti & v ptivodnim grafu a perfektni
parovani v novém grafu.

Priklad 6. Naleznéte k-regularni hranové (k — 2)-souvisly graf na sudém poctu vrchold, ktery nema
perfektni parovani. (Hint: Reste alespoii pro sud4 k, je to lehéi.)



