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1 Extremalni kombinatorika
Systém A mnoZin je protinagici, jestlize AN B # () pro kazdé A, B € A.

Tvrzeni 1 (Erdds-Ko-Rado). Jestlize n > 2k, pak protinajici se systém k-prvkovych podmnozin [n] mé

velikost maximalné (’]Zj)

Definice 1. Slunecnice je kolekce mnoZin takovych Ze pro né existuje mnozina S a vsechny dvojice mnozin
z kolekce magi prunik prdve S. KaZdd mnoZina z kolekce se nazyvd listek.

Tvrzeni 2 (Slunecnicové lemma). Necht [ and p jsou kladn4 cela ¢isla, a necht A je kolekce mnozin takova,
ze

e VAc A:|A|<la

o |Al > (p— 1)U
Pak existuje slunec¢nice S C A s p listky.

Definice 2.
ex(H,n) = max{|E(G)|: |V(G)|=n,H L G}

Definice 3. Turantiv graf Ty(n): Uplng k-partitni graf s n vrcholy, kazdd cdst md velikost |n/k] nebo

te(n) = |E(Ty(n))|

Tvrzeni 3 (Turan).
eX(KkJrl, n) = tk (n)

1.1 Priklady

Piiklad 1. Nechf F' je systém podmnozin mnoziny {1,n}, ve kterém se kazdé dvé podmnoziny protinaji.
Naleznéte optimalni horni odhad na velikost F.

Priklad 2. Dokazte, ze misto podmnozin velikosti k£ v Erdés-Ko-Rado muzeme uvazovat nezavislé podm-
noziny velikosti maximalné k. Neboli dokazte nasledujici:
Jestlize n > 2k, pak protinajici se systém podmnozin [n] velikosti maximalné k takovych, ze zZadna

’ . ce g / . c 1y —1
neni podmnozinou jiné, méa velikost maximalné (Zq)‘

Piiklad 3. Necht V3, -+, V; jsou disjunktni (k — 1)-prvkové mnoziny a necht F' je systém s-prvkovych
mnozin S, t.z., |S;NV;| = 1 pro kazdé 4, j. Kolik mnozin tvoii F'? Ukazte, ze I’ nema slunecnici s k listky.



Piiklad 4. Necht ex(H,n) = max{|E(G)| : |V(G)| = n,H € G} je extremalni pocet hran pro graf n
vrcholy neobsahujici H jako podgraf.
Ukazte, ze pro kazdy graf H a pfirozena ¢isla ny < ny plati
ex(H,ny) _ ex(H,ng)
(2) — (%)
(Hint: Pro graf G' s ny vrcholy tz. H € G pocitejte dvéma zptisoby pocet dvojic (X, e), kde X C V(G) je
mnozina velikosti ny a e € E(G[X])).

extHn) oy dy existuje.

(3)
Priklad 5. Ukazte, Ze jestlize G je graf s n vrcholy, Ky € G a v je vrchol G stupné 3, pak G ma minor s
n — 1 vrcholy a alesponi |E(G)| — 2 hranami.

Vyvodte, Ze limita lim,,_,

S pomoci tohoto tvrzeni dokazte, ze jestlize G je graf s n > 4 vrcholy a alespont 2n — 2 hranami, pak
K4 jm G.



