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1 Vytvorujici funkce

Vytvorujici (generujici) funkei posloupnosti (ag, a1, as, . . .) je mocninna fada >~

L je vytvorujici funkei posloupnosti (1,1,1,...).

a,z". Napftiklad funkce

11—z
Operace koeficient u 2™ | Vyznam
Soucet A(z) + B(x) a, + by, (disjukntni) sjednoceni
Soucin A(z)B(x) Yo paibp—; | vechny dvojice aby celkovy pocet objektt ve dvojici byl n
A(z) 7+ ans
Jo A(t)dt el

Tvrzeni 1 (Zobecnénd binomicka véta). Pro libovolné r € R a x € (—1,1) plati

oot () G (e

kde (0) =1 a (7) = Skt g g e W

Jako dtisledek vime, ze pron € N a x € (—1,1) plati
1 N m+i—1\
—_— = x'.
2 ()
1=0
Priklad 1. V nasledujicich prikladech vzdy sestrojte prislusnou mocninou fadu, nemusite dopocitavat
vysledny koeficient

(a) Kolik existuje celociselnych feSeni rovnice x +y =7 pro 0 < z,y < 47

(b) Vracime se z ndkupu s péti jednokilovymi polozkami a tfemi dvoukilovymi. Mame s sebou tasku,
ktera unese maximalné sedm kilogramt. Kolika zptusoby miizeme maximalné naplnit tasku?

(c¢) V cukrarné prodavaji t¥i druhy zakuskid — vétrniky, kremrole a puncové dortiky. Kolika zptisoby lze
koupit 12 zakuski tak, aby se od kazdého druhu koupily alespon dva zakusky a pfitom nejvys tii
kremrole?

Priklad 2. UvaZme nahodnou prochazku v Z zacinajici v pocatku, kde se v kazdém kroku n = 1,2, ...
rozhodneme nadhodné uniformné nezavisle, zda budeme pokrac¢ovat doleva ¢i doprava.

(a) Pro n € N si pfipomerite, ze pravdépodobnost us, jevu, Ze se po 2n krocich se vratime do pocatku
: 2m 2m
je ( o ) /24,



(b) Uréete vytvorujici funkei u(z) = > 7 us,z™. MiZe se hodit (dokazte podobné jako na pfednésce v
zimnim semestru), ze
—1/2 2
(7)== ()
n n

(c) Necht pro n € N je fo, pravdépodobnost jevu, Ze se po 2n krocich se vratime poprvé do pocatku.
Dokazte, ze pron € N, fo = 0 a uy = 1 plati

Uop = foUan + folon—o + -+ + fanuo.

(d) Za pouziti vysledki z piedeslych ¢asti urcete vytvorujici funkei f(z) = > fonx™ a jeji koeficienty

fon (a tedy i pravdépodobnosti, Ze se poprvé vratime do pocatku po 2n krocich). Muze se hodit

podivat na soucin u(z)f(x). Pro po¢itani koeficientt si miizete viimnout, ze f'(z) = ju(x).

(e) Ukazte, ze suma f(1) = > >, fo, konverguje. Bez dikazu muzete predpoklddat, ze z toho vyplyva,
ze f(z) je zleva spojitd v 1 (vyplyva to z matematické analyzy z Abelovy véty). Za pouziti tohoto
faktu ukazte, ze pravdépodobnost navratu do pocatku se rovna jedné.

Priklad 3. Dokézete nalézt dvé nestandardni Sestisténné hraci kostky B a C's pfirozenymi ¢isly takové, ze
pro kazdé n € N je pravdépodobnost, ze na B a C' padne dohromady pfesné n, stejna jako pravdépodobnost,
ze n padne jako soucet dvou standardnich Sestisténnych hracich kostkek?

2 Tuttetv polynom

Definice 1. Tuttetiv polynom grafu G = (V, E) je
Ta(r,y) = Y (x— 1770 (y — 1)),
FCE

Tvrzeni 2.

1 jestlize E(G) =10

T — 2T = 2Tg/e  jestlize e € E(G) je most
¢ ylG-—c =yTge Jestlize e € E(G) je smycka

Ta—e +Tqye jestlize e € E(G) neni most ani smycka

Definice 2. Chromaticky polynom xg(b) = pocet obarveni G pomoci barev {1, ..., b}.

2.1 Priklady

Piiklad 4 (z minula). Dokazte (z definice, bez pouziti vztahu k Tutteho polynomu), ze

VA jestlize E(G) =0
Yelb) = (b—1)xc/e(b) jestlize e € E(G) je most
0 jestlize e € F(G) je smycka
XG—e(b) — Xc/e(b) jestlize e € E(G) neni most ani smycka

Piiklad 5 (z minula). S pouzitim pfedchoziho cviceni dokazte vztah
Xa(b) = (=1)" D IDT5(1 - b,0)

indukci podle poc¢tu hran grafu G.



