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1 Systém rtznych reprezentanti a Hallova véta

Necht X a I jsou koneéné mnoziny. MnozZinovym systémem na X nazveme |[|-tici M = (M;: i € I), kde
M; C X (dvojice (X, M) se také nazyva hypergraf). Systém riznych reprezentanti (SRR) je prosta funkce
f: 1 — X takova, 7Ze pro kazdé i € I je f(i) € M;. Vime, ze existence SRR v M je ekvivalentni s existenci
parovani velikosti |I| v incidenénim grafu Gy = (I U X, {{i,x}: i € I,z € X,z € M;}).

Tvrzeni 1 (Hallova véta). Systém ruznych reprezentanti v M existuje pravé tehdy, kdyz pro kazdou
JC1je ‘UjEJ Mj‘ > |J|; tato podminka se nazyva Hallova.

2 Vrcholova a hranova souvislost

Necht G = (V, E) je graf. G je souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta. Hranovy rez
G je mnozina F' C F takova, ze graf (V, E \ F') je nesouvisly. Vrcholovy fez G je mnozina C' C V' takova,
ze graf G — C' je nesouvisly.

Hranovd souvislost G (zna¢ime k.(G)) je velikost nejmensiho hranového fezu G. Vrcholovd souvislost
G (ky(G)) je k— 1, pokud G = Ky a k > 1, 1 pokud G = K3, a velikost nejmensiho vrcholového fezu G
jinak. Graf je vrcholové (resp. hranové) k-souvisly, pokud k,(G) > k resp. k.(G) > k.

Na prednasce jste si dokazali/dokazete si, ze k.(G) — 1 < k(G —e) < ke(G) a ky(G) — 1 < k(G —e) <
k,(G).

Daéle vime:

Tvrzeni 2 (Fordova—Fulkersonova véta). k.(G) > t pravé kdyz mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje
alespon ¢ hranové disjunktnich cest.

Tvrzeni 3 (Mengerova véta). Pokud G # K; tak k,(G) > t pravé kdyz mezi kazdymi dvéma vrcholy
existuje alespon t vrcholové disjunktnich cest (koncové body jsou spoleéné).

3 Piiklady

Priklad 1. Necht a, b, ¢, d, e jsou rtizna prirozena ¢isla.

(a) M4 mnozinovy systém tvoreny vSemi tiiprvkovymi podmnozinami mnoziny {a,b, ¢, d} systém rtiz-
nych reprezentanti?

(b) M4 mnoZinovy systém tvoreny vSemi tiiprvkovymi podmnozinami mnoziny {a, b, ¢, d, e} systém riz-
nych reprezentanti?



Priklad 2. Najdéte nekone¢ny systém mnozin M = (M;: i € I), ktery spliiuje Hallovu podminku (tj. pro
kazdé k € N obsahuje sjednoceni libovolné k-tice mnozin z M aspon k prvki), ale nema systém rtznych
reprezentanti.

Priklad 3 (%*) Santa méa aspon n darka pro n déti. Pro kazdé i existuje ¢islo z; € N a podmnoZina
darkd velikosti x; takova, ze i-té dité bude nadsené pokud dostane darek z této podmnoziny. Navic,

Dokazte, Santa mtze kazdému ditéti dat jeden darek, tak aby vSechny déti byli nadsSené.
Priklad 4. Najdéte piiklad grafu G, ve kterém lze odebrat vrchol tak, ze
e hranova souvislost G klesne (vzroste) o libovolné velké pfedem dané ¢islo.

e vrcholova souvislost GG vzroste o libovolné velké predem dané ¢islo. O kolik miize vrcholova souvislost
klesnout po odebrani vrcholu?

Piiklad 5. Pro libovolnou dvojici pfirozenych | < k naleznéte graf G, pro ktery je k.(G) = k a k,(G) = .
Neboli, takovy graf, jehoz hranova souvislost je k a jehoz vrcholova souvislost je [.

Piiklad 6. Necht G = (V, E) je vrcholové k- souvisly. Dokazte, Ze pfidanim nového vrcholu stupné alespori
k dostaneme zase vrcholové k-souvisly graf.

Piiklad 7. Necht G = (V, E) je vrcholové k- souvisly. Dokazte, Ze pro kazdy vrchol xz € V' a kazdou
mnozinu A C V takovou, ze |A| = k a z ¢ A existuje k cest z x do vrcholi A takovych, Ze kazdé dvé z
nich sdileji pouze x.

Priklad 8. Ukazte, Ze pro kazdé k > 2 je kazdy k-regularni souvisly bipartitini graf vrcholové 2-souvisly.
Plati to i kdyz pokud graf nebude bipartitni?

Piiklad 9 (* z minula). Dokazte, Ze Hallova véta implikuje K6nigovu-Egervaryho vétu (tedy, ze velikost
nejvétsiho parovani se v bipartitnim grafu rovné velikosti nejmensiho vrcholového pokryti).



