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1 Toky v sitich

Sit je usporadand ¢tvefice (G, z, s,¢), kde G = (V, E) je orientovany graf, neboli E C V x V|, z a s jsou
dva riizné vrcholy grafu G (zvané zdroj a stok) a kapacita c: E — R{ je funkce ohodnocujici hrany. Tok
v siti je kazda funkce f: E'— R spliujici 0 < f(e) < ¢(e) pro kazdou hranu e € E a spliiujici

Z f(u7v): Z f(vvu)

vi(u,v)EE v:(v,u)EE

pro kazdy vrchol v € V' mimo stok a zdroj. Velikost toku je

wify= > fzo) = > f,2).

vi(z,v)EE vi(v,z)€E

Rezem nazveme podmnozinu E, po jejim#z odstranéni neexistuje orientované cesta ze zdroje do stoku.
Kapacita Tezu R je ¢(R) =) . c(e).

Jako rezervu hrany e na néjaké cesté P ze z do s oznacime r(e) = c¢(e) — f(e) pro hranu e orientovanou
po sméru P ar(e) = f(e) pro hranu orientovanou proti sméru P. Cesta P je pak zlepsujici, pokud vSechny
jeji hrany maji kladnou rezervu.

Algorithm 1.1: FORD-FULKERSON(G)

f < nulovy tok
while existuje zlepsujici cesta P ze z do s
€p < Min.cpp) r(e)
do { Zvétsime tok f podél P o ep (kazdé hrané e po sméru zvétsime
f(e) a hrandm proti sméru zmensime f(e)).

Vrat tok f.

Tvrzeni 1 (Hallova véta). V bipartitnim grafu (AU B, F) existuje parovani velikosti |A| pravé, kdyz pro
kazdou J C A je )UjeJ N(j)’ > |.J|; tato podminka se nazyva Hallova.

Piiklad 1. Najdéte tok maximéalni velikosti v nasledujicich sitich (Fordovym—-Fulkersonovym algoritmem
nebo uhédnéte) ze zdroje s do stoku ¢. Naleznéte také fezy minimalni kapacity a ovéite tak, Ze dané toky
maji skutecné maximalni velikost.



Priklad 2.

(a) Najdéte sif (a posloupnost konkrétnich pouzitych zlepsujicich cest), na které F.-F. algoritmus nemusi
nedospét ke spravnému vysledku, pokud mu povolime pouzivat jen orientované zlepsujici cesty.

Priklad 3. Ukazte, Ze problém hledani maximalniho toku v siti, ktera ma vice zdroju a vice stoku, lze
redukovat na pripad s jednim zdrojem a jednim stokem.

Piiklad 4. Ukazte, ze kazdy k-regularni (vSechny vrcholy maji stupen k) bipartitni graf mé perfektni
parovani.

Pak dokazte, ze dokonce existuje k takovychto perfektnich parovani, které jsou po dvou disjunktni
(zaddné dvé parovani z téch k neobsahuje spole¢nou hranu).

Priklad 5. Na zkousku pfijde 100 studentt a 25 zkousSejicich. Kazdy student mé oblibenych aspon 10 z
pritomnych zkousejicich. Kazdy student ma byt zkousSen pravé jednim zkousejicim.

Dokazte, ze existuje rozvrh zkouseni, kde kazdy student bude zkousen jednim ze svych oblibenych
zkousSejicich a kazdy zkousejici bude zkouset maximalné 10 student.

Piiklad 6 (*). Dokazte, ze Hallova véta implikuje Kénigovu-Egervaryho vétu (tedy, Ze velikost nejvétsiho
parovani se v bipartitnim grafu rovna velikosti nejmensiho vrcholového pokryti. Na prednéasce byla opacna
implikace).



