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1 Exponencialni vytvorujici funkce a Burnsideovo lemma

Definice 1.
Jako exponencialni vytvorujici funkci (evf) posloupnosti (ag, a1, as, . ..) oznacime mocninnou fadu A(x) =

ap + ar37 + a3 +azgy A+

Definice 2. Polomér konvergence R mocninné fady A(zx) = > 2, a;x" je

1 n
R=sup{c>0: |a,| < (—) az na konecné mnoho n}.
c

Disledek 1. Vime, Ze |a,| < (Rl_g)n.

Polomér konvergence mocninné fady s kladnymi koeficienty miizeme najit jako prvni kladné z, kde
nase vytvorujici funkce prestane byt definovana.

Lemma 1 (Operace s vytvorujicimi funkcemi).
Obycejné vytvorujici funkce:

Operace koeficient u x" ‘ Vyznam

Soucet A(x) + B(x) an + by (disjukntni) sjednoceni
Soucin A(z)B(z) S gaibp—; | kartézsky soucin

(*) 1—,}1(51:) > ko] A% (z) | koneéné posloupnosti

Exponencialni vytvorujici funkce:

Operace koeficient u 2™ /n! ‘ Vyznam

Soucet A(zx) + B(x) an + by (disjukntni) sjednoceni

Souéin A(x)B(x) iy (M)aiby—; | prolozena dvojice

(*) eA® > ko 71l2"]AR(z) | vytvoieni z komponent
Definice 3.

e Akce a grupy I' na mnoziné A je funkce I' x A — A tZ.

- a(id,x) ==z

— a(m omg, ) = a(m, a(ma, x)).
e Orbita [z] prvku x € A: {a(m,z) : m €T}
e A/T: mnoZina vsech orbit

o Fix(m) = {x € A: a(m,x) = x}: mnoZina pevnych bodu .



e Stab(z) = {m € ' : a(m,x) = x}: stabilizator x.

Tvrzeni 2 (Burnsideovo lemma). Pro akci konecné grupy I' na mnoziné A plati

A/T| = |%| S |Fix(m)|

el

Prow: A/T' — X,

> wo) =5 > 3wl

o€ A/T mel' zeFix(m)

1.1 Priklady

Piiklad 1 (Pocet stromti/lesti/koster K,).
Necht s,, je pocet zakofenénych stromti na oznacenych vrcholech 1,...,n (a uvazme, ze sy = 0). Uvazme

n

evf S(x) posloupnosti (so, s1,...) tedy S(z) = >, 50 Snir-

(a) Rozmyslete si jak vypada a co vyjadiuje evf S?(z). Pro porovnani rozhodnéte co by jsme dostali,
kdyby jsme se na nasi posloupnost divali jako na ovf.

(b) Zobecnéte predchozi bod na vyssi mocniny a vyjadiete pocet zakofenénych lest jako néjakou evf
L(x) v zévislosti na S*(x).

(¢) Oznacme jako [,, pocet zakofenénych lest na oznac¢enych vrcholech. Dokazte s,,1 = (n+1)[,. Pomoci
toho odvodte, ze L(x) = %

(d) Pomoci predchozich dvou bodt dokaite, ze S(x) = xeS®.

(e) Podivejte se na inverzni funkci k S(z) a pomoci ni najdéte bod kde S(z) prestava byt definovana a
tedy i polomér konvergence S(z).

(f) Pomoci lemma o poloméru konvergence dokazte, ze Ve > 0: s, = O ((e + &)"n!).

Priklad 2. Urcete pocet riznych kolackt o poloméru 10cm, kde kazda ¢tvrtina je naplnéna bud tvarohem,
makem nebo povidly.

Priklad 3. Urcete pocet neizomorfnich grafii na 4 vrcholech pomoci Burnsideovo lemmatu.

Priklad 4. Spocitejte generujici funkci pro pocty rozkladi n na soucet 5 prirozenych ¢isel uspordadanych
do cyklu, kdy rozklady lisici se otocenim nebo zrcadlenim se povazuji za stejné.



