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1 (Exponencialni) vytvorujici funkce

Definice 1.
Mocninna fada je fada tvaru Y ;o a;x", kde a; € R a x je redlnd (nebo komplexni) proménnd.

Jako oby¢ejnou vytvorujici funkei (ovf) posloupnosti (ag, a1, as, ...) oznacime mocninnou fadu A(x) =
ap + a1 + agx® + -+ - .

Jako exponencialni vytvotujici funkci (evf) posloupnosti (ag,ai,as,...) oznacime mocninnou fadu
A(I) :a0+a1%+a22—?+a3§—?+~--

Definice 2. Polomér konvergence R mocninné fady A(x) = > 2, a;x’ je
" oy
R=sup{c>0: |a,| < (-] aZna konecné mnoho n}.
c

Lemma 1. Necht A(z) je mocninnd fada Y .-, a;z’, pak
e A(x) diverguje pro = : |z| > R.
e A(x) konverguje pro = : |z| < R.

Dusledek 1. Aplikovani lemma a definice tedy vidime, Ze |a,| < (ﬁ)n

Z komplexni analyzy vyplyvé, ze pokud mame vytvorujici funkei A(z) = Y ;o) a;2" s kladnymi koefici-
enty s polomérem konvergence 0 < R < oo, tak v bodé x = R bude A(x) divergovat, coz bude odpovidat
singularité ji reprezentujici funkce v bodé x = R (vétSinou tam ani nebude definovéna).

Polomér konvergence tedy mtizeme najit jako prvni kladné x, kde nase funkce pfestane byt definovana.

Tvrzeni 2 (pro informaci - z minulého semestru). Bud (ag,a;,...) posloupnost redlnych ¢isel. Necht
existuje K takové, Ze |a,| < K™ pro viechna n. Potom pro kazdé z € (3, &) fada Y, a;2* konverguje
a hodnota jejiho sou¢tu definuje funkci a(z) proménné x na uvedeném intervalu. Hodnotami a(z) na

libovolné malém okoli 0 jsou v8echny €leny ag, ai, ... jednoznacné uréeny, a(z) ma v 0 derivace vSech fada
a plati
a™ (0)
a, = .
n!

Lemma 3 (Operace s vytvorujicimi funkcemi).
Obycejné vytvorujici funkce:

Operace ‘ koeficient u 2" ‘ Vyznam

Soucet A(z) + B(x) a, + by, (disjukntni) sjednoceni
Soucin A(z)B(z) Yo gaib,—; | kartézsky soucin

(*) #(w) > ksolz"]A¥(x) | koneéné posloupnosti
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Exponencialni vytvorujici funkce:

Operace | koeficient u 2" /n! | Vyznam

Soucet A(z) + B(x) an, + by, (disjukntni) sjednoceni
Soucin A(z)B(z) > o (Maib,—; | prolozené dvojice

(*) eA@ > is0 mlz"]A¥(z) | vytvofeni z komponent

1.1 Priklady
Priklad 1.

(a) Rozmyslete/Ptipomerite si, Ze pocet zptisobu vybrani (nezalezi na potradi) 3 pismen ze slova MAMMA
je rovna koeficientu u x* v polynomu (1 + z + 2% + z%)(1 + = + 2?), neboli nasobeni ovf (1,1,1,1) a
(1,1,1).

(b) Rozmyslete si, ze pocet zptisobu usporadani (zélezi na pofadi) 3 pismen ze slova MAMMA je rovna
koeficientu u “:;—? v polynomu (1 + z + z—? + g—?)(l +az+ ‘”2—2), neboli ndsobeni evf (1,1,1,1) a (1,1, 1).

(c) Rozmyslete si, ze to obdobné funguje i pro slova s vice riznymi pismeny. Napiiklad mame 136
zpusobi jak sefadit 3 pismena ze slova SEQUENCE.

Priklad 2 (problém Satnarky pomoci evf).

Definujme s, jako pocet permutaci bez pevného bodu na mnoziné {1,...,n}. Necht S(z) je evf této

posloupnosti, tedy S(z) =3, - Sn'y-
(a) Dokazte, ze n! =Y, () Sn-.
(b) Podivejte se na to jako na evf (vynasobte 2" a se¢téte pro vSechna n) a dokazte - = e*S(z).
(¢) Vyjadiete s, (hodi se vyjadiit - a e™* jako posloupnosti).

Piiklad 3 (Pocet stromt/lesti/koster K,).
Necht s, je pocet zakofenénych stromti na oznacenych vrcholech 1,...,n (a uvazme, Ze sy = 0). Uvazme

n

evf S(z) posloupnosti (sg, s1,...) tedy S(x) =, oo Sn7y-

(a) Rozmyslete si jak vypada a co vyjadiuje evf S?(z). Pro porovnani rozhodnéte co by jsme dostali,
kdyby jsme se na nasi posloupnost divali jako na ovf.

(b) Zobecnéte predchozi bod na vyssi mocniny a vyjadiete pocet zakofenénych lesu jako néjakou evf
L(z) v zévislosti na S*(z).

(c) Oznacme jako [, pocet zakofenénych lestt na oznacenych vrcholech. Dokazte s, = (n + 1)I,.
(d) Pomoci predchozich dvou bodfi dokazte, ze S(z) = ze’®.

(e) Podivejte se na inverzni funkci k S(z) a pomoci ni najdéte bod kde S(z) prestava byt definovana a
tedy i polomér konvergence S(x).

(f) Pomoci lemma o poloméru konvergence dokazte, ze Ve > 0: s, = O ((e + £)"n!).

Priklad 4. Necht A je mnozina Fetézcu z pismen a, b a ¢ takovych, Ze pocet vyskytl pismene a je sudy a
pismeno b se vyskytuje nejvyse 4-krat, a a,, pocet takovych fetézcti délky n. Najdéte explicitni vyraz pro
exponencidlni vytvotujici funkei A(z) =37 an%. Jinak fedeno dopoctéte a,,. Poznamka:

ef+e 2?7t

=14+ —=4+—+....
2 +2!+4!jL



