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1 Opakovani, parovani

Parovani v libovolném grafu GG je kazdad mnozina hran, z nichz zadné dvé nemaji spole¢ny vrchol. Rekneme,
ze parovani pokryva mnozinu vrcholit W C V | pokud kazdy vrchol z W je incidentni s nékterou hranou
parovani.

Tvrzeni 1 (Hallova véta). Necht G = (V, E) je bipartitni graf s ¢astmi V; a V5. Pak existuje parovani
pokryvajici mnozinu vrcholi Vi, pravé kdyz kazdd mnozina vrchold W C V; mé aspon |W| sousedi.

Tvrzeni 2 (Konig '31, Egervary '31). V bipartitnim grafu je velikost nejmensiho vrcholového pokryti
rovna velikosti nejvétsiho parovani.

Piiklad 1. Ukazte, ze nésledujici bipartitni graf nemé parovani, které pokryje (pfifadi darek) vsem lidem
A-E.
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Priklad 2. Pomoci tokt si vzpomente jak najit nejvétsi parovani v bipartitnim grafu.
Také si pripomerite dikaz Kénig-Egervaryho a Hallovy véty. (Hodi se védét, Ze velikost maximéalni
toku se rovna velikosti minimélniho fezu)

Piiklad 3. Mé&jme bipartitni graf G = (AUB, E'). Pfedpokladejme, Ze existuje parovani My, které pokryje
mnozinu X4 C A, a jiné parovani Mg, které pokryje mnozinu X C B. Najdéte parovani, které pokryje
mnozinu X4 U Xpg.

Mgjme néjaké parovani v grafu. (ne)parovaci hrana je hrana pivodniho grafu (ne)patiici do aktuélniho
parovani, volny vrchol je takovy, ktery neni sparovan (vSechny hrany s nim incidentni jsou neparovaci),
stfidava cesta je cesta v grafu, na které se stfidaji parovaci a neparovaci hrany, a nakonec zlepsujici cesta
(téz volné st¥idava cesta) je stiidava cesta zac¢inajici a konéici volnym vrcholem (a tedy nutné i nepérovaci
hranou).



Priklad 4 (bude na pfednasce). Dokazte, Ze parovani je nejvétsi pravé tehdy, kdyZz neexistuje volna
stfidava cesta.

Priklad 5. Jak najit nejvétsi parovani v bipartitnim grafu bez pouziti algoritmu na toky? Pouzijte pred-
chozi priklad.

Priklad 6. Dostali jsme dva ¢tverce papiru o obsahu presné 2023, oba rozdélené na 2023 mnohothelnik
o jednotkovém obsahu Rozdéleni na mnohothelniky muize byt na kazdém papite rtizné. Polozime papiry
na sebe a chceme je propichnout 2023 krat tak, abychom propichli vnitifek kazdého mnohothelniku na
obou papirech (4046 propichnuti by bylo trividlni, stacilo by vzit propichat kazdy papir zvlast).

Piiklad 7. Mé&jme bipartitni graf G = (AUB, F) a pfedpokladejme, Ze pro vSechna S C A : [N(S)| > 2|S5].
Ukazte, ze mizeme vybrat podmnozinu hran M takovou, ze kazdy vrchol z A je v pravé dvou hranéch z
M a kazdy vrchol z B je nejvyse v jedné hrané z M.



