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1 Burnsideovo lemma a extremalni kombinatorika

Definice 1.
o Akce a grupy I' na mnoziné A je funkce I' x A — A tZ.
- a(id,x) ==z
— a(m o, x) = a(m, ama, x)).
e Orbita [z] prvku x € A: {a(m,z) :m €T}
e A/T': mnoZina vsech orbit
e Fix(m) = {x € A: a(m,x) = x}: mnoZina pevnych bodu .
e Stab(z) = {m € I': a(m,x) = z}: stabilizator z.
Tvrzeni 1 (Burnsideovo lemma). Pro akci kone¢né grupy I' na mnoziné A plati

A/T| = |—§| S |Fix(m)|

el

Prow: A/T' — X,

3 w<o>=ﬁ2 S w(ls)).

o€ A/T mel' zeFix(m)
ex(H,n) = max{|E(G)| : [V(G)| =n,H L G}
Turdniv graf Ty(n): Uplny k-partitni graf s n vrcholy, kazda ¢ast ma velikost [n/k| nebo [n/k].

to(n) = [E(Ty(n))]

Tvrzeni 2 (Turan).
eX(Kk;_H, n) = tk(n)

Systém A mnoZin je protinagjici, jestlize AN B # () pro kazdé A, B € A.

Tvrzeni 3 (Erdds-Ko-Rado). Jestlize n > 2k, pak protinajici se systém k-prvkovych podmnozin [n] mé

velikost maximalné (Zj)



1.1 Priklady

Priklad 1. Urcete pocet neizomorfnich grafii na 4 vrcholech pomoci Burnsideovo lemmatu.

Priklad 2. Pisme G(z) = 2761:0 gnx™, kde g, je pocet neizomorfnich grafi na 4 vrcholech s n hranami. S
pomoci vazené varianty Burnsideova lemmatu vyjadiete G(z).

Priklad 3. Spocitejte generujici funkci pro pocty rozkladi n na soucet 5 prirozenych ¢isel usporadanych
do cyklu, kdy rozklady lisici se otoc¢enim nebo zrcadlenim se povazuji za stejné.

Piiklad 4. Necht F je systém podmnozin mnoziny {1,n}, ve kterém se kazdé dvé podmnoziny protinaji.
Naleznéte optimélni horni odhad na velikost F'.

Priklad 5. Dokazte, Ze misto podmnozin velikosti k£ v Erdés-Ko-Rado miizeme uvazovat nezavislé podm-
noziny velikosti maximalné k. Neboli dokazte nasledujici:
Jestlize n > 2k, pak protinajici se systém podmnozin [n] velikosti maximalné k takovych, ze zZadna

. v ey , . e 1w -1
neni podmnozinou jiné, méa velikost maximalné (Z_l).

Priklad 6. Necht Vi,--- V; jsou disjunktni (k — 1)-prvkové mnoziny a necht F' je systém s-prvkovych
mnozin S;, t.Z., |S; NV;| = 1 pro kazdé i, j. Kolik mnozin tvoii F'7 Ukazte, ze F' nemé slunecnici s k listky.

(Slunecnice je kolekce mnozin takovych ze pro né existuje mnozina S a vSechny mnoziny z kolekce maji
prunik praveé S.)



