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1 Hallova véta a dalsi aplikace toku

Necht X a I jsou koneéné mnoziny. MnoZinovym systémem na X nazveme |[|-tici M = (M;: i € I), kde
M; C X. Systém riznych reprezentanti (SRR) je prosté funkce f: I — X takova, ze pro kazdé i € I je
f(i) € M;. Vime, Ze existence SRR v M je ekvivalentni s existenci parovani velikosti || v incidencnim
grafu Gy = (TU X, {{i,z}: i€,z € X,z € M;}).

Tvrzeni 1 (Hallova véta). Systém riznych reprezentantti v .M existuje pravé tehdy, kdyz pro kazdou
JC1Ije ‘Ujej Mj‘ > |J|; tato podminka se nazyva Hallova.
Priklad 1. Nechf a,b, ¢, d, e jsou rtizné piirozena cisla.

(a) M4 mnozinovy systém tvoreny vSemi t¥iprvkovymi podmnozinami mnoziny {a, b, c,d} systém rtz-
nych reprezentantti?

(b) M4 mnoZinovy systém tvoreny vSemi tiiprvkovymi podmnozinami mnoziny {a, b, ¢, d, e} systém riiz-
nych reprezentanti?

Piiklad 2 (bylo na ptednésce). Ukazte, Ze kazdy k-regularni (vSechny vrcholy maji stupen k) bipartitni
graf ma perfektni parovani.

Priklad 3. Na zkousku ptijde 100 studentti a 25 zkousejicich. Kazdy student ma oblibenych aspon 10 z
pritomnych zkousejicich. Kazdy student ma byt zkousen praveé jednim zkousejicim.

Dokazte, ze existuje rozvrh zkouseni, kde kazdy student bude zkousen jednim ze svych oblibenych
zkousejicich a kazdy zkousejici bude zkouset maximalné 10 student.

Piiklad 4. Najdéte nekonecny systém mnozin M = (M;: i € I), ktery spliiuje Hallovu podminku (tj. pro
kazdé k € N obsahuje sjednoceni libovolné k-tice mnozin z M aspon k prvki), ale nemd systém rtiznych
reprezentanti.

Priklad 5. Santa mé aspon n darka pro n déti. Pro kazdé ¢ existuje ¢islo x; € N a podmnozina darku
velikosti x; takova, ze i-té dité bude nadsené pokud dostane darek z této podmnoziny. Navic,

Dokazte, Santa muze kazdému ditéti dat jeden darek, tak aby vsechny déti byli nadSené.

Priklad 6 (*). Dokazte, ze Hallova véta implikuje Kénigovu—Egervaryho vétu (tedy, zZe velikost nejvétsiho
parovani se v bipartitnim grafu rovné velikosti nejmensiho vrcholového pokryti).

Priklad 7. Dokazte, ze Kénigovu—Egervaryho véta implikuje Hallovu vétu.



