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1 Vytvorujici funkce

Vytvorujici (generujici) funket posloupnosti (ag, a1, as, . . .) je mocninna fada >~ a,z™. Napiiklad funkce

ﬁ je vytvorujici funkei posloupnosti (1,1,1,...).

Tvrzeni 1 (Zobecnéné binomicka véta). Pro libovolné r € R a z € (—1, 1) plati

(1+z)" = (g) + (:)x+ (;)x2+

kde(g)zla(Z):wprokeN

Jako dusledek vime, ze pron € N a z € (—1,1) plati

1 ~ (n+i—1\ ,
(1_@”—;( n—1 )
p(z)

Tvrzeni 2 (Rozklad na parcialni zlomky). Uvazujme podil polynomt oL kde buno (jinak to mtzeme
snadno ¢astecné vydélit) ¢ mé vyssi stupeni nez p a ma rozklad

q(z)=(r—a)™...(x — an)™ (2? + oz + B)™ ... (552 + aprxr + Bag)™M.

Pak mﬁieme zmlnen)'f podll rozloiit na soucet tzv. parcidlnich zlomki, kde za kazdy ¢len (x— al)”i v rozkladu
a za kazdy ¢len (22 +a;x+ 3;)™ budou ¢leny ﬁz—m +ot (xz m; 5+Cim,

(37 (17,) 2—&—04—1—1—61)7”1 .
Koeficienty A, B C se daJl jednoznac¢né urcit pomoci feseni systému linedrnich rovnic, ktery vyplyva z

rozkladu.

Piiklad 1. (z minula) Najdéte explicitni vzorce rekurenci:

b) bo = ]., bl =1a bn+2 = 5bn+1 —6bn pron 2 07

Priklad 2. Urcete koeficient u 2™ ve vyrazu \/11_7

Priklad 3. Pro dané piirozené k sestrojte vytvorujici funkci a(z) = Y~ a,2", kde a, je rovno prav-
dépodobnosti, ze pti hodu k klasickymi Sestisténnymi kostkami padne v souc¢tu n. Pomoci toho spoctéte
jaka je pravdépodobnost, ze pti hodu 12 kostkami padne presné 30.

Priklad 4. Dokazete nalézt dvé nestandardni Sestisténné hraci kostky B a C' s pfirozenymi ¢isly takové, ze
pro kazdé n € N je pravdépodobnost, ze na B a C' padne dohromady pfesné n, stejna jako pravdépodobnost,
ze n padne jako soucet dvou standardnich Sestisténnych hracich kostkek?



Priklad 5. Uvazme nahodnou prochazku v Z zacinajici v poc¢atku, kde se v kazdém kroku n = 1,2,...
rozhodneme ndhodné uniformné nezavisle, zda budeme pokrac¢ovat doleva ¢i doprava.

(a) Pro n € N si pfipomeiite, ze pravdépodobnost us, jevu, ze se po 2n krocich se vratime do pocatku
: 2m 2m
je (2 /22m.

Urcete vytvorujici funkei u(z) = > 7 us,2™. MuzZe se hodit (dokazte podobné jako na prednésce),

(1)er=e(2),

Necht pro n € N je f5, pravdépodobnost jevu, Ze se po 2n krocich se vratime poprvé do pocatku.
Dokazte, ze pron € N, fo = 0 a uy = 1 plati

(b)

Uop = folan + foon—2 + -+ + fanuo.

Za pouziti vysledkil z predeslych ¢asti uréete vytvorujici funkei f(z) = > 7 fanz™ a jeji koeficienty
fon (a tedy i pravdépodobnosti, Ze se poprvé vratime do pocatku po 2n krocich). Muze se hodit
podivat na soucin u(x)f(z).

Ukazte, ze suma f(1) = > 7 fo, konverguje a za pouziti tohoto faktu ukazte, ze pravdépodobnost
navratu do pocatku se rovna jedné (pfipadné staci pouzit to co uz vime z druhého cviceni, Ze

u(l) = 00).
Zakladni operace s mocninnymi fadami:

operace vysledek n-ty clen
a(x) + b(x) (ap + bo,a; + by, as + by, . ..) an + by,
aa(r) (aag, aay, aag, . . .) aay,
a(ax) (ap, aay, a?as, . .., ata;, . . .) a™a,
zka(x) (0,...,0,a9,a1,az,...) (k nul na zacatku) | a,_y
a(z") (ag,0,...,0,a1,0,...) (stiidavé k — 1 nul) | ag,
a(z)—ag——ap_jzF=1

()0 I (Qky Arg1s Qhyy - -) Atk
a'(z) (ay,2a9,3as, ..., ia;,...) (n+ 1)ansq
Jy a(t)dt (0,a0, %%, 1555 -) anl
a(x)b(x) (co,c1,¢2,...), kde ¢, = 3 1_ arbp_y > reo @bk




