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1 Ramsayova véta

Definice 1. Definujme Ramseyovo ¢islo R(k,l) jako nejmensi N € N takové, Ze pro kaZdé obarveni hran
grafu Ky cervenou a modrou barvou existuje cerven€ Kj, nebo modré K; jako podgraf K.

Ramseyovo ¢islo R(ny,...,n,) definujeme podobné pro obarveni hran Ky r barvami.
Véta 1. Pro kazdé k, 1 je ¢islo R(k,1) kone¢né. Dokonce R(k,1) < (kziz)
Véta 2. Pro kazdé ny,...,n, € N je ¢islo R(ny,...,n,) kone¢né.

Misto dvojic (hran) miZeme obarvovat p-tice a véta bude porad platit:

Definice 2. Definujeme ramseyovo ¢islo R,(ng,...,n,) jako nejmensi N € N takové, Ze pro kaZdé r-
obarveni (UZ]) existuje i € {1,...,r} a Y C [N] velikosti n; takové, Ze vsechny prvky (};) jsou obarveny
i-tou barvou.

Véta 3. Pro kazdé p,r,ny,...,n, € Nje ¢éislo R,(ny,...,n,) kone¢né.
Ramseyova véta plati dokonce i v nasledujici nekonecné verzi.

Véta 4. Pro kazdé p,k € N a pro kazdé r-obarveni mnoziny (IE) existuje nekonecna X C N takova, ze
vsechny jeji p-tice maji v daném r-obarveni stejnou barvu.

Priklad 1. Dokazte Erdosovu—Szekeresovu vétu pro dimenzi 3. Neboli ukazte, Ze pro kazdé k € N existuje
piirozené N = N(k) takové, Ze kazdd mnozina N bodil z R® v obecné poloze (z4dné 4 body nelezi na
spole¢né roving) obsahuje k bodi, které jsou vrcholy konvexniho mnohosténu.

Mizete pfimo vyuzit Erdosovu—Szekeresovu vétu v dimenzi 2. Nebo kopirovat jeji diikaz.

Priklad 2. Méjme nekoneénou mnozinu bodu S v roviné. Dokazte, Ze existuje nekoneéna podmnozina S
obsahujici pouze body lezici na p¥imce, nebo pouze body v obecné poloze (zadné tii nelezi na piimce).
Priklad 3. A-systém je mnoZina M mnozin takova, ze kazdé dvé rizné mnoziny z M maji stejny prinik
(tedy K : VM # My € M : M; N My, = K). Necht £ je kladné celé ¢islo a necht’ A je nekonecna
mnozina mnozin kardinality k. Dokazte, ze A obsahuje nekonecény A-systém jako podmnozinu.
Néapovéda: Dokazte nejdiive, Ze existuje nekoneéna mnozina B C A takové, ze kazdé dvé mnoziny z B
maji prinik stejné kardinality.
Piiklad 4 (z minula). Kazdy bod v roviné je bud ¢erveny, nebo modry. DokaZte, Ze existuje obdélnik,
jehoz vrcholy jsou téze barvy.

Piiklad 5. Mfizové body v roviné jsou obarveny 2015 barvami (MFfizové body jsou body, které maji obé
soutadnice celociselné). Ukazte, ze 1ze zvolit 2014 fadkt a 2016 sloupcii tak, ze vSechny jejich pruseciky
maji stejnou barvu.

Piiklad 6 (*). Najdéte 2-obarveni nekoneénych podmnozin N takové, ze zadna nekoneéna podmnozina
N neobsahuje pouze nekoneéné podmnoziny jedné barvy. (Jingmi slovy Ramseyova véta nejde timto zpu-
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sobem roz§ifit na nekonecné ”p”ani pro dvé barvy).



