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1 Ramsayova véta

Definice 1 (Dirichlettv princip (pfipadné princip holubniku)). Necht mdame alespori (n + 1) holubi v
holubniku o n prihradkdch. Pak v néktere prihradce jsou alespon dva holubs.

Trochu obecnéji: Necht mame alespori (mn + 1) holubi v holubniku o n prihradkdch. Pak v nékteré
prihrddce je alespori (m + 1) holubi.

Definice 2. Definujme Ramseyovo ¢islo R(k,[) jako nejmensi N € N takové, Ze pro kazdé obarveni hran
grafu Ky cervenou a modrou barvou existuje cerven€ Ky, nebo modré K; jako podgraf K.

Véta 1. Pro kazdé k, [ je ¢islo R(k, 1) konecné. Dokonce R(k,[) < (k,if)

7 prednasky také vime, ze R(3,3) = 6 a R(k, k) > 22 pro kazdé k,l € N.

Oznacime-li pro grafy Hi, H, jako R(Hy, Hy) nejmensi N € N takové, Ze pro kazdé 2-obarveni hran
grafu Ky existuje ¢ € {1,2} takové, Ze dané 2-obarveni obsahuje H; jako podgraf se vSemi hranami
obarvenymi i-tou barvou, pak z Ramseyovy véty dostavame R(H,, Hy) < R(|V(H1)|, |V (H2)]|). Tedy i tato
Ramseyovska ¢isla obecnych grafii jsou vzdy konecna.

Piiklad 1. Dokazte, ze pro kazdé obarveni vSech prirozenych ¢isel (bez nuly) dvéma barvami najdeme
x,y € N takové, ze x # y a navic =, y a x + y maji stejnou barvu.

Priklad 2. DokazZte, ze pro kazdé k, /¢ € N, existuje N € N takové, Ze kazda posloupnost prirozenych ¢isel
obsahuje neklesajici podposloupnost délky & nebo nerostouci podposloupnost délky /.
(*) Dokazte, ze dokonce stac¢i volit N = (k—1)(I — 1) + 1.

Priklad 3. Urcete nejmensi N takové, Ze v kazdém cerveno-modrém obarveni hran Ky najdeme bud
modrou kopii K 3 nebo ¢ervenou kopii K3. Neboli urcete R(K3, K 3).

Priklad 4. Rozhodnéte, ktera z néasledujicich tvrzeni jsou pravdiva:

(a) Obarvime-li dostate¢né velky tplny graf se smyckami dvéma barvami (barvime hrany a smycky),
vzdy existuje jednobarevny tplny podgraf se smyckami na n vrcholech.

(b) Pro kazdé n € N existuje N € N takové, ze pro libovolny graf G na N vrcholech plati: bud G
obsahuje K, , jako podgraf nebo doplnék G obsahuje K, ,, jako podgraf.

(c) Pro kazdé n € N existuje N € N takové, ze pro libovolny graf G na N vrcholech plati: bud G
obsahuje K, , jako podgraf nebo G obsahuje doplnék kK, ,, jako podgraf.

(d) Pro kazdy graf G existuje N € N takové, Ze v libovolném 2-obarveni hran Ky najdeme jednobarevnou
G jako indukovany podgraf.

Priklad 5.



(a)

(b)

(c)

Ukazte, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n existuje pfirozené ¢islo M (n) takové, ze kazda {0, 1}-matice s
rozméry M (n) x M(n) obsahuje n x n podmatici, ktera obsahuje bud jen nuly nebo jen jednicky.

Sestrojte libovolné velkou {0, 1}-matici, kterd neobsahuje 2 x 2 matici se samymi jednickami a ani
2 x 2 matici se samymi nulami jako diagondlni podmatici. Matice A o rozmérech n x n je diagonalni
podmatici matice B o rozmérech N x N, pokud existuje R C {1,...,N}, |R| = n, takova, Ze
vybranim fadkid a sloupcti matice B s indexy z R ziskame matici A.

Ukazte, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n existuje prirozené ¢islo DM (n) takové, ze kazda {0, 1 }-matice s
rozméry DM (n)x DM (n) obsahuje n x n diagonalni podmatici, kterd ma vSechny prvky na diagondle
totozné, vSechny prvky nad diagonalou totozné a také vSechny prvky pod diagonalou totozné.

Priklad 6. Kazdy bod v roviné je bud ¢erveny, nebo modry. Dokazte, Ze existuje obdélnik, jehoZ vrcholy
jsou téze barvy.



