Matematicka analyza 1 - Cviceni 2

Jan Soukup
21.2.2022

1 Opakovani
Definice 1. Necht M je mnozina s uspordaddanim %= a A C M.

e Mnozina A je shora omezend pokud existuje m € M takovée, Ze m = a pro kaZdy prvek a € A.
Takovému m Tikdme horni zdvora mnoZiny A.

e Prvekm € M je supremum mnoziny A, pokud m je nejmensi horni zdvora A. Zapisujeme m = sup A.

e Mnozina A je zdola omezend pokud existuje m € M takove, Ze a = m pro kaZdy prvek a € A.
Takovému m Tikdme dolni zdvora mnoZiny A.

e Prvek m € M je infimum mnoZiny A, pokud m je nejvétsi dolni zdvora A. Zapisujeme m = inf A.
Definice 2. Necht (a,) je redind posloupnost a L € R*. Pokud
Ve >0 3ng:n>ny = a, € U(L,¢),
rekneme, Ze posloupnost (a,) md limitu L.
Pro konecné L muzeme toto ekvivalentné prepsat jako
Ve>0dng:n>ny —= L—¢e<a,<L+e.
Podobné pro L = co to miizeme piepsat jako

Ve>0dng:n>ng = c<a,.

2 Priklady

Rozmyslete si, ze pokud je prvek maximem néjaké mnoziny, tak je i supremem. Podobné pro minimum a
infimum.

Piiklad 1. Urcete infima, suprema, minima, maxima néasledujicich mnozin (pokud existuji). MnozZiny
berte jako podmnoziny R:

e M={=neN}
e M={q|qg<V3,qeQ}
°M={ﬁq|p,q€N}

o M ={nV"|neN}



o M ={cos((n+2)r)|neN}

Piiklad 2. Necht p(k,q) = Ulookkqj, kde |xz] = max{n € Z | n < z} pro libovolné = € R. Najdéte infimum

a supremum mnoziny P = { p(n, %) |n e N} C R, pokud existuji najdéte i minimum a maximum.

Priklad 3. Pro neprazdné a shora i zdola omezené mnoziny realnych ¢isel A a B, se pokuste vyjadfit co
nejpresnéji suprema a infima nasledujicich mnozin pomoci suprem a infim mnozin A a B.

e AUB
e ANBKB
e A\ B
e {a+b|lacAbe B}

Piiklad 4. Podle definice urcete limitu nésledujicich posloupnosti (a,)5°; (nebo dokazte, ze neexistuje):

Piiklad 5. Naleznéte posloupnosti (a,) a (by,), Ze jedna je podposloupnosti druhé a naopak, ale (a,,) # (b,).
Priklad 6. Dokazte, ze Q je husté v R, tedy (Va € R)(Vb € R)(a <b = (g€ Q)(a < gAN g <D)).

Priklad 7. Rozhodnéte, zdali jsou nasledujici posloupnosti monoténni a pokud ano, urcete, jestli jsou
rostouci, klesajici, neklesajici nebo nerostouci.
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