7. cviceni z PSt — 31.3.2023

Pripomeiite si, ze distribu¢ni funkce F'x je definovana vztahem
Fx(z) = P(X < x).
Pokud je X spojita, tak

Fe(o) = [ " bt

pro nezapornou funkci fx (hustotu X). Pak je

b
P(X € A) = / Fe()dt,  tedy zejména  Pla< X <b) = / Fe(t)dt
A a

Plati také E(X) = [ fx(z)dx a obecngji

E(g(X)) = / o(t) fx(t)dt.

— 00

Stejné jako pro diskrétni n.v. plati i zde, ze var(X) = E(X?) — (E(X))2.
Jesté si pfipomeneme, Ze pro X ~ Exp(A) je

Fx(z)=1—e pro z > 0, jinak 0
fx(z) = e pro x > 0, jinak 0
E(X) = 1/A

var(X) = 1/\?

PouzZivani F a f

1. Pro n.v. X s distribu¢ni funkci Fx vyjadiete (a) P(X €(0,1)) (b) P(X >0) (c) P(X <0)
(d) P(X €[0,1])

2. Vyfeste piedchozi ¢ast znovu, pro n.v. X s hustotou fx.

3. Necht X je spojitd nadhodnéa veli¢ina. Vyjadiete pomoci Fx distribu¢ni funkci ndhodnych velicin
(a) —X. (b) Xt = max(0, X), (¢) X~ = —min(X,0), d) | X|=XT+X".

4. Bud X nahodné veli¢ina s hustotou fx (t) = 1/t prot > 1 a fx(t) = 0 jinak.
(a) Ovétte, ze se jedna o hustotu.
(b) Urcete E(X).
(c) Spoctéte distribu¢ni funkei, Fx.
(d) Urcete P(2 < X < 3).
(e) Bud Y = 1/X. Jaka je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny Y7
(f) Urcete hustotu ndhodné veli¢iny Y. Pojmenujte jeji rozdéleni.



Modelovani pomoci n.v.

5. Pan Chen Cheng navstivil Prahu a v uniformné nahodny ¢as (0:00-24:00) se objevi na Staroméstském
namésti. Kazdou celou hodinu od 9:00 do 23:00 se na orloji objevuje 12 figur apostola.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze pan Cheng uvidi apostoly, aniz by ¢ekal déle nez 15 minut.

(b) Co kdyZz pan Cheng pfijde na Staroméstské namésti v uniformné ndhodném ¢ase po poledni, tj.
12:00-24:007

6. Predpoklddejme, Ze u poStovni piepazky trva vyfizeni jednoho zdkaznika Cas, ktery mé exponencidlni
rozdéleni a stfedni hodnotu 4 minuty.

(a) Jaky je parametr \, jaka je distribuéni funkce?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme ¢ekat vice nez 4 minuty?

(c) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme ¢ekat néco mezi 3 a 5 minutami?

7. Hazime na terc¢ — kruh o poloméru 1. Predpokladejme, ze kazdy bod v terc¢i ma stejnou pravdépodobnost
zasahu, presnéji, kazda jeho podmnozina ma pravdépodobnost imérnou své plose. Ozna¢me X vzdélenost od
stiedu. (a) Najdéte distribu¢ni funkei Fx. (b) Najdéte hustotni funkei fx. (c) Zjistete E(X),
var(X), ox.

8. f{ik;ime, Ze nahodna veli¢ina X (resp. jeji rozdéleni) nemd pamét, pokud
P(X>s+t|X>s)=P(X >t)

pro s,t > 0. Jinymi slovy, doba, kterou jsme jiz ¢ekali, nemé vliv na dobu, kterou budeme jesté cekat. Ukazte,
7e exponencialni rozdéleni nema pamét. Plati dokonce, Ze je to jediné spojité rozdéleni na kladnych ¢isel bez
paméti (a geometrické je jediné diskrétni bez paméti), ale to dokazovat nemusite.

K procviceni

9. Stfedni doba zivota harddisku je 4 roky. Pfepoklddejme, Ze tato doba je popsdna nédhodnou veli¢inou s
exponencialnim rozdélenim. (To neni realisticky predpoklad, viz napt. https://www.backblaze.com/blog/
how-long-do-disk-drives-last/.)

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze disk selze b&hem prvnich t¥i let?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze vydrzi alespon 10 let?

(¢) Po jaké dobé se rozbije 10 % diska?

10. Plutonium-238 mé& poloc¢as rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat pomoci exponenciilniho
rozdéleni: pro kazdy atom budeme cas, za ktery se rozpadne, povazovat za nezéavislou nidhodnou veli¢inu
s rozdélenim Exp(\).

(a) Jaké je A?

(b) Jaka je stfedni doba Zivota atomu plutonia-2387

(c) Po jaké dobé se rozpadne 90 % atomu?

(d) Kolik procent atomi se rozpadne po 50 letech? (Nékteré kardiostimulatory pouzivaji plutonium-238
jako zdroj energie. https://en.wikipedia.org/wiki/Plutonium-238#Nuclear_powered_pacemakers)

11. Doba, za kterou uvidime meteor, je exponencialné rozdélené se stfedni hodnotou 1 (minuta).

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze budeme muset ¢ekat vice nez 5 minut?

(b) Jaka je pravd&podobnost, Ze se dockdme za nejvyse jednu minutu?

(c) * Jaké je rozdéleni Casu, kdy uvidime druhy meteor? Tieti, ... (Pfedpokladame, Ze jednotlivé
meteory jsou navzajem nezavislé.)

5. doméci tkol (termin odevzdani je 28. 4. 2023)

1. Necht Fx je déna piedpisem Fx(x) = x/3 pro = € [0,3], Fx(z) =0 proxz <0 a Fx(z) =1 pro x > 3.
Necht Y =1/X a Z = X2. Spottéte
(a) P11 < X <2) (b) P(X <Y) (c) P(X < 2) (d) hustotni funkci fx. (e) distri-
bu¢ni funkce Fy a Fy.
[10 bodi]



