6. cviceni z PSt 24.3.2023

Poznavacka nahodnych veliéin

1. Na krouzku mame pét kli¢i, jeden z nich je spravny, ale my nevime jaky. Zkousime oteviit dvefe.

(a) Po kazdém pokusu se nam krouzek vysmekne, a vybirdme vzdy znovu ndhodné.

(b) Vybirame v ndhodném potadi, ale kazdy kli¢ jenom jednou (miZzeme si je poznagcit).

V obou piipadech zkoumame, kolikdtym pokusem dvete otevieme. Pojmenujte, jaké je rozdéleni této

nédhodné veli¢iny a jaka je jeji stfedni hodnota.

(c) Jako ¢ast (a), ale spravné jsou dva kli¢e z deseti?

(d) Jako ¢ast (b), ale spravné jsou dva klice z deseti? (Zde je urceni st¥edni hodnoty trochu t&zsi, stati
kdyZ uréite pravdépodobnostni funkci.)

2. Jste ve skupiné s dal§imi 500 lidmi. Jaké je pravdépodobnost, ze pravé jeden z nich mé narozeniny ve
stejny den jako vy? (Ignorujte pfestupné roky a to, Ze ne ve vSechny dny se rodi stejné déti.)

Neboli: ozna¢me X pocet lidi, se stejnymi narozeninami, a spoc¢téte px(1). Jaké je rozdéleni X? Jaka je
stfedni hodnota? Aproximujte px (1) pomoci Poissonova rozdéleni.
3. X je uniformné ndhodna mocnina dvojky mezi {2¢,2¢+1 ... 2}

(a) Vyjadrete X pomoci ndhodné veli¢iny U, ktera je uniformné rozdélena na mnoziné {a,a+1,...,b}.
(b) Urcete E(X) a var(X).

Nahodné vektory
4. Necht X mé4 uniformni rozdéleni na mnoziné {—2, —1,0,1,2}. Oznaéme Y = X?2. Spoététe kovarianci X

aY. Jsou X aY nezavisle?

5. Necht X ~ Pois()\), Y ~ Pois(p) jsou n.n.v. Pak X +Y ~ Pois(\ + p).
[Napovéda: pouzijte konvolu¢ni vzorec podobné jako na prednasce.]

Spojité nahodné veli€iny

Pripomeite si, ze distribu¢ni funkce Fx je definovana vztahem
Fx(z)=P(X < x).

V nékterych pfipadech (X je spojitd) je Fix(xz) = ffoc fx (t)dt pro vhodnou nezapornou funkci fx (hus-
totu X). Pak je P(X € A) = [, fx(t)dt.

6. Pro n.v. X s distribu¢ni funkci Fx vyjadrete (a) P(X €(0,1]) (b) P(X >0) (¢c) P(X <0)
(d) P(X €[0,1])

7. Vyfteste predchozi ¢ast znovu, pro n.v. X s hustotou fx.

Bonusy

8. * Oznafme M pocet emaili, které dostaneme za den, S pocet spamt mezi nimi, H pocet ,hamt‘“ — téch, co
nejsou spamy. Predpokladejme, ze M ~ Pois()) a ze kazdy email méa nezévisle na ostatnich pravdépodobnost
p, Ze je to spam.

(a) Vyjadiete P(S = k) (jako nekone¢nou sumu) pomoci sdruzeného rozdéleni M a S.

(b) Odvodte, ze S ~ Pois(pA).

(¢) Odvodte, ze H ~ Pois((1 —p)A) a také, ze H, S jsou nezavislé n.v.



4. domaci kol (termin odevzdani je 21. 4. 2023)

1. Hodime tfikrat minci. Oznacime X pocet rubii v prvnich dvou hodech a Y pocet lici v poslednich dvou

hodech.
(a) Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkeci py y a také marginalni pravdépodobnostni funkce px,

pby.
(b) Jsou X a Y nezavisle?
(¢) Urcete P(X <Y).
(d) Urcete podminénou pravdépodobnostni funkci pxy, tj. ¢isla P(X = 2 | Y = y) pro viechny

hodnoty =z, y.
[10 bodi]



