5. cviceni z PSt — 17.3.2023

Nahodné veli¢iny

1. Ozna¢me X pocet meteoru, které uvidite béhem hodinového pozorovani. Jaké rozdéleni pouZijete pro
popis X7

Zachazeni s E, var. Linearita E.

2. Necht P(X = 100) = p, P(X =0) = 1 —p. Urcete E(X) a var(X). (P¥imo nebo pomoci nekteré vlastnosti
stfedni hodnoty a rozptylu.)

3. Hodime n-krat ,,zobecnénou korunou“ s pravdépodobnosti, Ze padne Panna rovnou p. Ozna¢me X pocet
po sobé& jdoucich hoda PO. (Napf. pokud n = 6 a padlo postupné POOPOO, tak X = 2.) Urcete E(X).
Rozmyslete si, pro¢ se nejedna o binomické rozdéleni.
[Napovéda: pouZzijte linearitu. Ozna¢me A; jev, Ze i-ty hod byl P a (i + 1)-ni hod O, dale bud X; = I4,
pfislugna indikatorova veli¢ina.|
4. Hodime (g)—krat ,»zobecnénou korunou* z minulého ptikladu. Pfitom tvofime graf s vrcholy V = {1,2,...,n}.
Postupné pro vSechny dvojice {7, j} € (‘2/) uréime, jestli jsou spojené hranou — to bude tehdy, kdyz pfislusnym
hodem padla Panna. Vzniklému grafu se fika ndhodny graf G(n,p).
(a) Ukazte, 7e stiedni hodnota poétu hran v grafu je p().
[PouZijte linearitu jako v minulém piipadu nebo si v8imnéte, Ze pocet hran se ¥idi binomickym rozdéle-
nim.)
(b) Ukazte, 7e stiedni hodnota po¢tu trojuhelnikii v grafu je p? (g) [Pouzijte linearitu: i-ty trojuhelnik
bude mit svoji proménnou Xj;.]

Podminéna stfedni hodnota

5. V testu je 20 otazek s volbami a,b,c,d. Za spravnou odpovéd (vzdy je jen jedna odpovéd spravnd) je
1 bod, za $patnou —1/4 bodu, za nevyplnénou otazku nula. Kazda otazka je s pravdépodobnosti p jednou
z téch, co se Kvido naucil a tedy zna spravnou odpovéd. Pokud spravnou odpovéd nezna, vi o tom, a muze
se rozhodnout, zda tipovat.

(a) Jaka je stfedni hodnota po¢tu bodi, které Kvido ziska, pokud bude odpovidat jenom otézky, u
kterych zna odpoved?

(b) A co kdyz bude tipovat, kdyZ nezna spravnou odpovéd?

(c) Jak by se musela zménit penalizace za chybnou odpovéd, aby byly odpovédi v ¢astech a, b stejné?

6. V televizni soutézi si ucastnik muze vybrat dvé otazky. U otazky A odhaduje, Ze spravné odpovi s
pravdépodobnosti 0.8 (a dostane za to 1000 K¢). U otazky B je jeho pravdépodobnost tispéchu jen 0.5, zato
za spravnou odpovéd dostane 2 000 K¢&. Po §patné odpovédi hra konéi, po spravné miize zkusit druhou otazku
(a odména za uz spravné odpovézenou otdzku mu pii §patné odpoveézené dalsi nepropadne).

(a) Jaka je st¥edni hodnota vyhry, pokud za¢ne otazkou A?

(b) Jaka je stfedni hodnota vyhry, pokud za¢ne otazkou B?

(c) Bonus: pokud jsou pravdépodobnosti uspéchu pa, pp a odmény ma, mp, jak se ma soutézici
rozhodnout?

(d) * A co kdyz téch otazek bude vic nez dve?



Nezavislost
Diskrétni ndhodné veli¢iny X, Y, nazveme nezdvislé, pokud pro kazdé z, y jsou jevy {X =z} a{Y =y}
nezavislé. (Pfipomeiite si, co znamena zapis {X = z}.)

7. Ukaizte, Ze jevy A, B jsou nezavislé, pravé kdyZ jsou nezavislé jejich indikatorové veliciny.
8. Ukazte, ze pro diskrétni nezavislé n.v. X, Y plati

PX<z&Y <y =PX <z)PY <y).
Pro jednoduchost muZete piedpokladat, ze Im(X) = Im(Y) = {1,2,...,n} pro n&jaké n.

Nahodné vektory

Sdruzend pravdépodobnostni funkce je definovana vztahem px vy (z,y) = P(X =2 & Y =vy). ,,Jednoroz-
mérné funkce” px, py se v tomto kontextu nazyvaji marginalni pravdépodobnostni funkce. Rozmyslete si,
jak je zjistit z px y — nejlépe pfi feSeni nasledujiciho piikladu.
9. Ze standardniho bali¢ku s 52 kartami vytahneme dvé karty. Oznac¢ime X pocet vytaZenych es, Y pocet
krala. Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkei px y a také marginalni pstni funkce px, py.

Bonusy

10. Piipomeiite si definici indikdtorové ndhodné veliciny 14.
(a) Jaka je E(14)?
(b) Necht A = A; UAyU---U A,,. Ovéite rovnost

n

1 Iy =[]0 - 1La,).

i=1
(c) Roznéasobte a pouzijte vétu o linearité stfedni hodnoty, abyste ziskali princip inkluze a exkluze.

11. * Ozna¢me M poclet emaild, které dostaneme za den, S pocet spami mezi nimi, H pocet ,hama“
— t&ch, co nejsou spamy. Predpokladejme, ze M ~ Pois(\) a Ze kazdy email ma nezavisle na ostatnich
pravdépodobnost p, Ze je to spam.

(a) Vyjadiete P(S = k) (jako nekone¢nou sumu) pomoci sdruzeného rozdéleni M a S.

(b) Odvodte, ze S ~ Pois(pA).

(c) Odvodte, 7e H ~ Pois((1 — p))\) a take, 7ze H, S jsou nezavislé n.v.

3. domaci kol (termin odevzdani je 14. 4. 2023)

1. V penézence méate dvé pétistovky, jednu tisicikorunu a jednu dvoutisicovou bankovku. Zlod&j Vam z pe-
nézenky nahodné vybere dvé bankovky. Ozna¢me jako X ndhodnou veli¢inu, kterd udava, o kolik penéz jste
praveé prisli.
(a) Jaka je distribuce X? Tj. uréete pravdépodobnostni funkei P(X = z).
(b) Spoctéte ocekavanou ztratu.
(c) Spoctéte rozptyl X.
[3 body]

2. Oznacme X7, X5, X5 vysledky tii nezavislych hodu ¢tyisténnou kostkou (s &isly 1, ..., 4).
(a) Jaka je pravdépodobnostni funkce X = X7
(b) Jaka je pravdépodobnostni funkce Y = max (X1, X2)?
(c) Jaka je pravdépodobnostni funkce Z = max(X;, X, X3)?
(d) O kolik se zvysi stfedni hodnota, kdyz hazime tiikrat? Neboli, o kolik je vyssi E(Z) nez E(X)?
[Napovéda: Urcéete napied P(Y < k), P(Z < k).]
[10 bodi]



