2. cviceni z PSt — 21.2.2023

Podminéna pravdépodobnost, Bayesova véta

UZite¢né vzorce:

e Pokud Ay,..., A, e FaP(AiN---NA,) >0, tak
n—1
PAiNAyNn---NA,) =P(A)P(Ay | A1)P(As | A1 NAs) ... P(A, | ﬂ Ap)
i=1

e Pokud By, Bs,... jerozklad Q a A € F, tak

P(A) = ZP(A | Bi)P(B;)

(séitance s P(B;) = 0 povazujeme za 0).

e Za predpokladii minulé ¢asti,

_ __P(B;)P(A]| By)
PO = = B PAT B)
1. Jaky je vztah tvrzeni P(A | B) > P(A) a P(B | A) > P(B)?

2. V krabici sto mandarinek jsou ¢tyfi zkazené. Vytahneme postupné tii mandarinky. Oznac¢me A; jev ,i-ta
mandarinka neni zkazena*. Spoc¢téte P(A;NA3NAs). Rozmyslete si take, jaky jste pouzili pravdépodobnostni
prostor.

3. Mame tfi normalni hraci kostky a jednu kostku, kde jsou tii jednicky a tii dvojky. Vybereme uniformné
nahodné jednu z kostek, hodime.

(a) Jaka je pravdépodobnosti, Ze padne jednicka?

(b) Pokud nam padla jednicka, jaké je pravdépodobnost, Ze jsme vybrali normalni kostku?

4. Petr dostava hodné emaili, ale 80 % z nich jsou spamy. Jeho spamovy filtr 90 % spamii spravné oznaci,
ale také 5 % radnych emailt oznaci jako spam.

(a) Kolik procent emaili bude oznac¢eno jako spamy?

(b) Kolik procent fadnych emailt je mezi témi, co jsou oznafené jako spamy?

(¢) Kolik procent spamt je mezi emaily, které testem prosly?

5. (Paradox Monty Halla) V soutéZni hie soutézici (tj. my) stojime na podiu pied tiemi dveimi. Za jednémi
je auto (to chceme), za ostatnimi koza (tu nechceme, moc Zere). Vybereme si jedny dvefe, ale nez je otevieme,
tak moderétor otevie jedny ze zbylych dveri, ukdze za nimi kozu, a nabidne ndm, ze muzeme svoji volbu
zménit. Mame to udélat? Pomuze to? Uvedomte si, Ze zadani ma (minimélné) nésledujici dvé varianty:

(a) moderator vi, kde je auto, a tomu pfizpusobi, které dvefe otevie;

(b) moderator si hodi korunou, které dvefe oteviit. (Jiné, nez ty, co jsme vybrali.) Kdyby odhalil auto, tak
bychom asi prohréli, ale to se zrovna nestalo.

Pro snazsi domluvu: vybereme dvefe ¢islo 1, auto je za ndhodnymi dvefmi. Poté, co moderator ote-
vie dvefe 2 nebo 3, tak nagi volbu zménime. Spocitejte pravdépodobnost, ze vyhrajeme auto, ve varian-
tach (a), (b).

6. V krabici je m bilych a n ¢ernych mickt. Dva hraci stfidavé tahaji micky, prvni kdo vytahne bily micek
prohrél. Jaka je pravdépodobnost p(m,n), Ze prohraje prvni hrac? (Sestavte rekurentni formuli, tj. formuli
pro p(m,n) pomoci p(m’,n’) prom’ <m, n’ <n.)



7. Varianta problému s obalkami: ve dvou obalkach je v kazdé ¢astka dana néjakym redlnym cislem, v kazdé
jinym. Mame dovoleno jednu obélku oteviit a pak se rozhodnout, zda si nechame tu, nebo tu druhou. Jak
miZeme s pravdépodobnosti > 1/2 ziskat obalku s vy§§im obnosem?

(Navod: nebude to o moc vic nez 1/2, navic ta pravdépodobnost zavisi na tom, jak se dané dvé ¢astky
lisi. Pouzijte n&jakou rostouci funkci F' : R — (0, 1), pokud vyberete obalku z ¢astkou x, zménte obalku s
pravdépodobnosti F(z).

8. Alice ma n minci, Bob n + 1. Oba hodi v8emi svymi mincemi a spocitaji, komu padne kolikrit panna.
Pravdépodobnost, Ze Bobovi padla vicekrat, je 1/2. (Navod: Bob si d& jednu minci stranou a napied spo¢ita
téch n ostatnich, teprve pak pfipoc¢te tu posledni.)

Bonusy

9. (Simpsoniv paradox) V této tloze budeme mit bonbony dvou druhi: dobré ¢ervené a nedobré zelené.
Bonbony ale vybirame z nadoby poslepu (nebo jsme barvoslepi). Rozhodnéte, zda se muze stat nasledujici
podivnost:

e Pii vytahovani bonbonu z bilé krabice médme vyssi pravdépodobnost, Ze vytahneme dobry bonbon, nez
z Cerné krabice.

e Pii vytahovani bonbonu z bilého sd¢ku méame vyssi pravdépodobnost, ze vytahneme dobry bonbon,
nez z ¢erného sacku.

e Pokud pfesypeme bonbony z bilého sacku do bilé krabice (a z Gerného do erné krabice), tak budeme
mit lepsi pravdépodobnost vytazeni dobrého bonbonu v éerné krabici.

10. (Prosecutor’s fallacy) Pani C umfely dvé déti kratce po narozeni. Je obZalovana za dvojnasobnou vrazdu.
Zalobce argumentuje takto: Pravdépodobnost syndromu nahlého amrti kojenct je 1/8500. TakZze pravdépo-
dobnost dvou takovych jevi je 1/85002. TudiZ pravdépodobnost, 7e pani C je nevinna je 1/8500%, coz je
hodné malo.

Formulujte argumenty zalobce v fe¢i pravdépodobnosti a naleznéte v nich dvé chyby.

K procviceni

11. Hazime dvakrat minci. Je v&tsi pravdépodobnost, ze dvakrat padne panna, za piredpokladu, ze prvni hod
byla panna NEBO Ze dvakrit padne panna, za piedpokladu, ze néktery hod byla panna?

12. Mame k nadob, v kazdé z nich a bilych a b ¢ernych micka. Z prvni vybereme ndhodny micek, vhodime
do druhé. Pak z ni vybereme nadhodny micek, vhodime do tieti, atd. Jaka je pravdépodobnost, Ze z posledni
nadoby vytdhneme bily micek?

13. V urné je a Cernych a b bilych micka. Postupné z ni (bez vraceni) tahdme micky. Jaka je pravdépodobnost,
Ze prvni vytaZeny micek je cerny? Druhy, tfeti, ...?7

14. Logick4 formule A = B je ekvivalentni obméné - B = —A. Budeme se zabyvat analogiemi zahrnujicimi
pravdépodobnost.

(a) Ukazte, ze pokud P(B | A) = 1, tak také P(A°| B°) = 1.

(b) Ukazte, ze je vSak mozné, aby P(B | A) =1, ale P(A° | B°) = 0.



