10. cviCeni z PSt — 28.4.2023

SdruZena & podminéna hustota

1. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu fx y(x,y) =e 7% pro z,y > 0 (a 0 jinak).
(a) Urcete marginélni hustoty fx, fy.
(b) Urcete také distribuéni funkce Fx, Fy, Fx,y.
(c) Jsou X, Y nezavislé?
(d) Najdéte P(X +Y < 1) a P(X > Y).

2. Necht X, Y maji sdruZenou hustotu
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0 jinak.

(a) Urcete podminénou hustotu fx|y.
(b) Urcete podminénou hustotu fyx.

Aplikace nerovnosti a Centralni Limitni Vé&ty

3. Na posté v Jindfisské v prameéru za den zpracuji 10 000 dopist denné. (Tj. stfedni hodnota je 10 000.)

(a) Co nam Markovova nerovnost fiki o pravdépodobnosti, Ze zitra bude po$té muset zpracovat aspoil
15 tisic dopisa?

(b) Piedpokladejme navic, 7e rozptyl o2 = 2000. Co ndm k4 éebyéevova nerovnost o pravdépodob-
nosti toho, ze posta bude muset zitra zvladnout mezi 8000 a 12000 dopisy?

(c) MuZeme néjak pouzit éebyéevovu nerovnost k tomu, abychom uréili pravdépodobnost toho, ze
posta bude muset zitra zpracovat aspon 15 tisic dopisia?

4. Statistik chce odhadnout pramérnou vysku A (v metrech) lidi v n&jaké populaci, pomoci n nezavislych
vzorka X1, ..., X,, které vybirame uniformné ndhodné se vSech moznych lidi. Pro odhad pouZije vybérovy
pramér S, = (X1 + --- + X,;)/n. Odhaduje, 7Ze smérodatné odchylka jednoho vybéru je nejvyse 1 metr.

(a) Jak velké n méa volit, aby smérodatnéa odchylka S,, byla nejvyse 1 cm?

(b) Pro jaké n zajisti Cebyéevova nerovnost, ze pravdépodobnost, ze M, se lisi od h nejvyse o 5 cm s
pravdépodobnosti alesponn 99%?

5. Oznaéme S = ZZOZO (120). Oznatme dale X = leiq X, kde X; je 1 s pravdépodobnosti 1/2 a velifiny
X1, ..., X, jsou nezavislé.

(a) Vyjadiete S pomoci pravdépodobnosti P(X < z) pro vhodné z.

(b) Pouzijte CLV na odhad této pravdépodobnosti.

(c) Pfipadné vycislete S vhodnym softwarem a srovnejte.

Soupis vzorecku

e Vztah sdruzené hustoty a sdruzené distribu¢ni funkce

Ty
Fxy(z,y) = / / fx,y(s,t)dtds

82-FX,Y (iC, y)
fxy(zy) = T owdy
e Marginalni hustota ze sdruzené fx(@) = / fxy (2, y)dy

fr(y) = /jO Ix.y(x,y)dx



e Nezavislost X, Y < Fxy(zr,y) = Fx(2)Fy(y) < fxyv(z,y) = fx(x)fy(y)
. = [Tz fx(z)da
e Konvoluce: Necht X, Y jsou spojité n.n.v. Pak S = X +Y ma hustotu fs(s f fx(@)fy(s—z)dzx

fx,v(z,y)
fy (y)

e Markovova nerovnost: P(X > a) <E(X)/a pro X >0, a > 0.

e Podminéna hustota: pro n.v. X,Y: fxy(z|y) = , pokud fy (y) > 0, jinak nedefinujeme.

o Cebysevova nerovnost: P(|X — u| > ao) < 1/a? pro p = E(X), 02 = var(X).

g 2
e Cernovova nerovnost: P(X > t) = P(X < —t) < e2? pro X = Xj,...,X,, kde vSechna X; = +1
jsou n.n.v. a 02 = var(X).

X1+ 4+ Xn—np

o Centrdlni limitni véta: Pro X, X, ... stejné rozdélené n.v. s koneénym p a o, Y,, = P~

plati Y,, 4 g,

e Na pocitani ®(x): https://t.1y/JRQ2

K procviceni

6. Metrovy klacek rozlomime na tfi kusy jednim z nize popsanych zpusobu. Pro kazdy z nich spocitejte, jaka
je pravdépodobnost, Ze ze ziskanych t¥i kusu jde sestavit trojuhelnik. (Napovéda: napred si rozmyslete, kdy
jsou tii kladna ¢isla se souc¢tem jedna stranami néjakého trojthelniku.)

(a) Vybereme uniformné nadhodné dva body zlomu.

(b) Vybereme uniformné ndhodné& prvni bod zlomu. Pak totéZ udélame s kusem klacku v pravé ruce.

(¢) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéz udélame s vét§im kusem klacku.

7. Volme uniformné nadhodné bod z trojihelniku s vrcholy v bodech [0, 0], [0, 1] a [1, 0], tj. pravdépodobnost
kazdé podmnoZiny je itmérné jejimu obsahu. Ozna¢me X, Y soufadnice zvoleného bodu.
) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.
b) Najdéte marginalni hustotu fy.
c¢) Najdéte podminénou hustotu fxy.
d) Spoctéte E(X | Y = y) a podle véty o rozboru moznosti spoctéte E(X) (pomoci E(Y)).
(e) Spoctéte E(X) pomoci piedchozi ¢asti a symetrie.
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8. Budte X,Y, Z ~ Exzp()\) nezavislé ndhodné veli€iny.
(a) Jaké je rozdgleni X + Y? (b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7?

8. domaci tkol (termin odevzdani je 26. 5. 2023)

1. Metrovy klacek zlomime v uniformné ndhodném bodé a ponechame si levy kus. Jeho délku oznacime Y.
V ném opét vybereme uniformné ndhodny bod, kde klacek zlomime, a délku levého kusu oznacime X.
(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y. MiZze vam pomoci podminénd hustota fx|y.
(b) Najdéte marginalni hustotu fx.
(¢) Pomoci fx spoctéte E(X).
[10 bodi]



