
10. cvi£ení z PSt � 28.4.2023

Sdruºená & podmín¥ná hustota

1. Nech´ X, Y mají sdruºenou hustotu fX,Y (x, y) = e−x−y pro x, y > 0 (a 0 jinak).
(a) Ur£ete marginální hustoty fX , fY .
(b) Ur£ete také distribu£ní funkce FX , FY , FX,Y .
(c) Jsou X, Y nezávislé?
(d) Najd¥te P (X + Y ≤ 1) a P (X > Y ).

2. Nech´ X, Y mají sdruºenou hustotu

f(x, y) =

{
e−y pro 0 < x < y <∞
0 jinak.

(a) Ur£ete podmín¥nou hustotu fX|Y .
(b) Ur£ete podmín¥nou hustotu fY |X .

Aplikace nerovností a Centrální Limitní V¥ty

3. Na po²t¥ v Jind°i²ské v pr·m¥ru za den zpracují 10 000 dopis· denn¥. (Tj. st°ední hodnota je 10 000.)
(a) Co nám Markovova nerovnost °íká o pravd¥podobnosti, ºe zítra bude po²t¥ muset zpracovat aspo¬

15 tisíc dopis·?
(b) P°edpokládejme navíc, ºe rozptyl σ2 = 2000. Co nám °íká �eby²evova nerovnost o pravd¥podob-

nosti toho, ºe po²ta bude muset zítra zvládnout mezi 8000 a 12000 dopisy?
(c) M·ºeme n¥jak pouºít �eby²evovu nerovnost k tomu, abychom ur£ili pravd¥podobnost toho, ºe

po²ta bude muset zítra zpracovat aspo¬ 15 tisíc dopis·?

4. Statistik chce odhadnout pr·m¥rnou vý²ku h (v metrech) lidí v n¥jaké populaci, pomocí n nezávislých
vzork· X1, . . . , Xn, které vybíráme uniformn¥ náhodn¥ se v²ech moºnych lidí. Pro odhad pouºije výb¥rový
pr·m¥r Sn = (X1 + · · ·+Xn)/n. Odhaduje, ºe sm¥rodatná odchylka jednoho výb¥ru je nejvý²e 1 metr.

(a) Jak velké n má volit, aby sm¥rodatná odchylka Sn byla nejvý²e 1 cm?
(b) Pro jaké n zajistí �eby²evova nerovnost, ºe pravd¥podobnost, ºe Mn se li²í od h nejvý²e o 5 cm s

pravd¥podobností alespo¬ 99%?

5. Ozna£me S =
∑30
k=0

(
100
k

)
. Ozna£me dále X =

∑100
i=1Xi, kde Xi je ±1 s pravd¥podobností 1/2 a veli£iny

X1, . . . , Xn jsou nezávislé.
(a) Vyjád°ete S pomocí pravd¥podobnosti P (X ≤ x) pro vhodné x.
(b) Pouºijte CLV na odhad této pravd¥podobnosti.
(c) P°ípadn¥ vy£íslete S vhodným softwarem a srovnejte.

Soupis vzore£k·

� Vztah sdruºené hustoty a sdruºené distribu£ní funkce

FX,Y (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX,Y (s, t)dtds

fX,Y (x, y) =
∂2FX,Y (x, y)

∂x∂y

� Marginální hustota ze sdruºené fX(x) =

∫ ∞
−∞

fX,Y (x, y)dy

fY (y) =

∫ ∞
−∞

fX,Y (x, y)dx



� Nezávislost X, Y ⇐⇒ FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y) ⇐⇒ fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y)

� E(X) =
∫∞
−∞ x · fX(x)dx

� Konvoluce: Nech´ X, Y jsou spojité n.n.v. Pak S = X+Y má hustotu fS(s) =
∫∞
−∞ fX(x)fY (s−x)dx.

� Podmín¥ná hustota: pro n.v. X,Y : fX|Y (x|y) =
fX,Y (x,y)
fY (y) , pokud fY (y) > 0, jinak nede�nujeme.

� Markovova nerovnost: P (X ≥ a) ≤ E(X)/a pro X ≥ 0, a > 0.

� �eby²evova nerovnost: P (|X − µ| ≥ aσ) ≤ 1/a2 pro µ = E(X), σ2 = var(X).

� �ernovova nerovnost: P (X ≥ t) = P (X ≤ −t) ≤ e
−t2

2σ2 pro X = X1, . . . , Xn, kde v²echna Xi = ±1
jsou n.n.v. a σ2 = var(X).

� Centrální limitní v¥ta: Pro X1, X2, . . . stejn¥ rozd¥lené n.v. s kone£ným µ a σ, Yn = X1+...+Xn−nµ
σ
√
n

platí Yn
d→ Φ.

� Na po£ítání Φ(x): https://t.ly/JRQ2

K procvi£ení

6. Metrový klacek rozlomíme na t°i kusy jedním z níºe popsaných zp·sob·. Pro kaºdý z nich spo£ítejte, jaká
je pravd¥podobnost, ºe ze získaných t°í kus· jde sestavit trojúhelník. (Nápov¥da: nap°ed si rozmyslete, kdy
jsou t°i kladná £ísla se sou£tem jedna stranami n¥jakého trojúhelníku.)

(a) Vybereme uniformn¥ náhodn¥ dva body zlomu.
(b) Vybereme uniformn¥ náhodn¥ první bod zlomu. Pak totéº ud¥láme s kusem klacku v pravé ruce.
(c) Vybereme uniformn¥ náhodn¥ první bod zlomu. Pak totéº ud¥láme s v¥t²ím kusem klacku.

7. Volme uniformn¥ náhodn¥ bod z trojúhelníku s vrcholy v bodech [0, 0], [0, 1] a [1, 0], tj. pravd¥podobnost
kaºdé podmnoºiny je úm¥rná jejímu obsahu. Ozna£me X, Y sou°adnice zvoleného bodu.

(a) Najd¥te sdruºenou hustotu fX,Y .
(b) Najd¥te marginální hustotu fY .
(c) Najd¥te podmín¥nou hustotu fX|Y .
(d) Spo£t¥te E(X | Y = y) a podle v¥ty o rozboru moºností spo£t¥te E(X) (pomocí E(Y )).
(e) Spo£t¥te E(X) pomocí p°edchozí £ásti a symetrie.

8. Bu¤te X,Y, Z ∼ Exp(λ) nezávislé náhodn¥ veli£iny.
(a) Jaké je rozd¥lení X + Y ? (b) Jaké je rozd¥lení X + Y + Z?

8. domácí úkol (termín odevzdání je 26. 5. 2023)

1. Metrový klacek zlomíme v uniformn¥ náhodném bod¥ a ponecháme si levý kus. Jeho délku ozna£íme Y .
V n¥m op¥t vybereme uniformn¥ náhodný bod, kde klacek zlomíme, a délku levého kusu ozna£íme X.

(a) Najd¥te sdruºenou hustotu fX,Y . M·ºe vám pomoci podmín¥ná hustota fX|Y .
(b) Najd¥te marginální hustotu fX .
(c) Pomocí fX spo£t¥te E(X).

[10 bod·]


