4. cviceni z Diskrétni Matematiky (NDMI002) ZS 2022/23, ctvrtek 12:20, N6

Ulohy ke cvitent

Definice 1. Jako relaci R nazveme libovolnou podmnozinu kartézského soucinu
X xXY.Neboli RC X xY. Pokud X =Y, pak o R hovotrime jako o relaci na X.
Misto (x,y) € R ¢asto pieme zRy. Relaci R™! rozumime R~ = {(z,%); (y,z) € R}.

Definice 2. Relace R na mnoziné X je:

reflexivni, pokud pro kazdé x € X plati xRz,

symetrickd, pokud xRy implikuje yRx,

antisymetricka, pokud xRy a yRx implikuje z = y,

tranzitivni, pokud xRy a yRz implikuje zRz.

Definice 3. Relace na mnoziné X se nazyva

o ckvivalence, pokud je reflexivni, symetricka a tranzitivni,
o (castecné) usporaddni, pokud je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.

Definice 4. Relace f C X XY se nazyva zobrazeni, pokud pro kazdé x € X existuje
prave jedno y € Y takové, ze xfy. Takové y zna¢ime f(x). Zobrazeni pak znacime
f: X =Y.

Definice 5. Zobrazeni f: X — Y se nazyva

o prosté (injektivni), pokud f(x1) = f(x2) implikuje z1 = z9,
e na (surjektioni), pokud pro kazdé y € Y existuje x € X takové, ze f(x) =y,
o vzdjemné jednoznacné (bijektivni), pokud je prosté a na.

Definice 6. Bud (X, <) ¢astecné usporadani. Prvek a € X se nazyva

o nejvetsi prvek, pokud pro kazdé x € X plati x < a,

o mazximdlni prvek, pokud a =< x implikuje x+ = a. Neboli neexistuje zadné =,
které by bylo “nad” a v tomto usporadani.

Analogicky definujeme nejmensi a minimdalni prvek.

http://kam.mff.cuni.cz/~skotnica


http://kam.mff.cuni.cz/~skotnica

4. cviceni z Diskrétni Matematiky (NDMI002) ZS 2022/23, ctvrtek 12:20, N6

Definice 7. Bud (X, X) ¢asteéné usporadand mnozina a M C X jeji podmnozina.
Pak M se nazyva

o retézec, pokud pro kazdé mq,ms € M plati m; < mo nebo my < my. Neboli
kazdé dva prvky z M jsou porovnatelné.

o Antiretézec, pokud pro kazdé dva rtzné mq, me € M plati my £ my ani my £
my. Neboli kazdé dva rtizné prvky z M jsou neporovnatelné.

Véta 8. Bud (X, X) cistecne usporadand konecnd mnozina. Pak plati:

o Retézec {ry,...,m,} C X je nejdelsi pravé tehdy, kdy? existuje n antiretézci
Ay, .. A, C X, které pokryvaji X, tj. Ul_, A = X.

o Antiretezec {aq,...,an} C X je nejvétsi prave tehdy, kdyz existuje m retézci
Ry, ..., Ry C X, které pokryvaji X, tj. Uil R = X.

Diikaz. Pro nase ucely staci jen jedna implikace. Pokud by fetézec {ry,...,r,} nebyl
nejdelsi, musel by existovat fetézec {r],..., 7, ,} délky n+1. Protoze mame n anti-
retézci, které pokryvaji X, musi nutné jeden z téchto antifetézcti obsahovat alespon
2 prvky z fetézce {ri,... 7).} délky n+ 1. To je ale spor, protoze vSechny prvky v
retézci jsou porovnatelné, ale vSsechny prvky v antifetézci jsou neporovnatelné. [

Uloha 1. Uréete pocet rtiznych ekvivalenci na étyfech prveich.
Uloha 2. Budte X, Y kone¢né mnoziny takové, ze | X| < |Y.
a) Urcete pocet vsech zobrazeni f: X — Y.
b) Urcete pocet prostych zobrazeni f: X — Y.

c¢) Urcete pocet vzajemné jednoznacnych zobrazeni f: X — X.

Uloha 3. Najdéte
a) bijekci mezi N a Z,
b) bijekci mezi N a N2,

c) prosté zobrazeni z Q do N. (Nebo dokonce zkonstruujte bijekei.)

http://kam.mff.cuni.cz/~skotnica


http://kam.mff.cuni.cz/~skotnica

4. cviceni z Diskrétni Matematiky (NDMI002) ZS 2022/23, ctvrtek 12:20, N6

Uloha 4. U usporadani daného nasledujicim Hasseho diagramem vyznacte néjaky
nejdelsi fetézec a nejvétsi antiretézec. Zdivodnéte, proc nelze najit delsi, resp. vétsi.

Uloha 5. a) Rozhodnéte, zdali v kazdém koneéném a neprazdném céstecném
usporadani musi kazdy nejdelsi fetézec protinat antiretézec tvoreny maximal-
nimi prvky.

b) Najdéte usporadani, ve kterém nejdelsi retézec neprotind kazdy nejvétsi anti-
retézec.

¢) Najdéte usporadani, ve kterém je unikatni nejdelsi fetézec R, unikatni nejveétsi
antifetézec A a zaroven se R a A neprotinaji.
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