4. cviceni z Diskrétni Matematiky (NDMI002) ZS 2021/22, patek 10:40, N4

Ulohy ke cviceni
Definice 1. Relace na mnoziné X se nazyva

o ckvivalence, pokud je reflexivni, symetricka a tranzitivni,
o (cdstecné) uspordddni, pokud je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.

Definice 2. Bud (X, <) ¢astecné usporadani. Prvek a € X se nazyva

o nejvetsi prvek, pokud pro kazdé x € X plati x < a,

o maximdlni prvek, pokud a = x implikuje = a. Neboli neexistuje zadné x,
které by bylo “nad” a v tomto usporadani.

Analogicky definujeme nejmensi a minimdlni prvek.

Definice 3. Bud (X, X) ¢asteéné usporadand mnozina a M C X jeji podmnozina.
Prvek a € X se nazyva horni mez mnoziny M, pokud pro vsechna m € M plati
m =< a. Nejmensi horni mez (pokud existuje) se nazyva supremum. Analogicky
definujeme dolni mez a infimum.

Definice 4. Bud (X, X) ¢astecné usporadand mnozina a M C X jejil podmnozina.
Pak M se nazyva

o retézec, pokud pro kazdé mi,me € M plati m; = ms nebo my < my. Neboli
kazdé dva prvky z M jsou porovnatelné.

o Antiretézec, pokud pro kazdé dva rizné mq, mo € M plati my ﬁ Mo ani ms ﬁ
my. Neboli kazdé dva rizné prvky z M jsou neporovnatelné.

Véta 5. Bud (X, X) castecné usporadand konecnd mnozina. Pak plati:

o Retézec {ry,...,m,} C X je nejdelsi prave tehdy, kdy? existuje n antiretézci
Ay, .. A, C X, které pokryvaji X, tj. Ul_; Ay = X.

o Antiretézec {aq,...,a,} C X je nejvétsi prave tehdy, kdyz existuje m retézci
Ry,...,R,, C X, které pokryvaji X, tj. Ul Ry = X.

Uloha 1. Uréete pocet riznych ekvivalenci na ¢tyfech prveich.
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Uloha 2. U usporadani daného nasledujicim Hasseho diagramem vyznacte néjaky
nejdelsi fetézec a nejvétsi antiretézec. Zduvodnéte, proc¢ nelze najit delsi, resp. veétsi.

Uloha 3. a) Rozhodnéte. zdali v kazdém konecéném a neprazdném castecném us-
)
poradani musi kazdy nejdelsi fetézec protinat antiretézec tvoreny maximalnimi
prvky.

b) Najdéte usporadani, ve kterém nejdelsi fetézec neprotind kazdy nejvetsi an-
tifetézec.

¢) Najdéte usporadéani, ve kterém je unikatni nejdelsi fetézec R, unikatni nejvetsi
antiretézec A a zaroven se R a A neprotinaji.

Uloha 4. Pro usporadani zadané nasledujicim Hasseho diagramem rozhodnéte, zdali
ma

a) nejvetsi prvek,
b) nejmensi prvek,
¢) maximalni prvek,
d) minimélni prvek.

e) Ma kazda podmnozina v tomto us-
poradani supremum a infimum?
f) M4 prazdnd mnozina v tomto usporadani supremum? Cemu piipadné odpovida?

Uloha 5. Najdéte priklad linedrné usporadané mnoziny s nejmensim a nejveétsim
prvkem, ve které existuje podmnozina, kterda nema supremum ani infimum.

Uloha 6. Cemu odpovid4 supremum a infimum v
a) usporadani délitelnosti na prirozenych ¢islech? Neboli v (N, ).

b) usporadani inkluzi na poten¢ni mnoziné mnoziny X? Neboli v (P(X), Q).
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