3. cviceni z Diskrétni matematiky (NMIN105) ZS 2019/20, ctvrtek 14:00, M6

Ulohy ke cviceni

Definice: Jako relaci R nazveme libovolnou podmnozinu kartézského souc¢inu X x Y.
Neboli R C X x Y. Pokud X =Y, pak o R hovorime jako o relaci na X. Misto
(z,y) € R casto piSeme xRy. Relaci R~! rozumime R~ = {(z,%); (y,x) € R}.

Definice: Relace R na mnoziné X je:

reflexivni, pokud pro kazdé x € X plati xRz,

symetrickad, pokud xRy implikuje yRx,

antisymetricka, pokud xRy a yRx implikuje x = y,

tranzitivni, pokud xRy a yRz implikuje zRz.

Definice: Relace na mnoziné X se nazyva

o ckvivalence, pokud je reflexivni, symetricka a tranzitivni,

o (castecné) uspordddni, pokud je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.

Definice: Bud (X, <) ¢astecné usporadana mnozina. Prvek a € X se nazyva

e nejvetsi prvek, pokud pro kazdé x € X plati z < a,

e maximadlni prvek, pokud neexistuje z € X takové, ze a < x.

Analogicky definujeme nejmensi a minimdlni prvek.

Definice: Bud (X, <) ¢astecné usporadand mnozina a M C X jeji podmnozina.
Prvek a € X se nazyva horni mez mnoziny M, pokud pro vsechna m € M plati
m =< a. Nejmensi horni mez (pokud existuje) se nazyva supremum. Analogicky
definujeme dolni mez a infimum.

Definice: Relace f C X X Y se nazyva zobrazeni, pokud pro kazdé x € X existuje

pravé jedno y € Y takové, ze xfy. Takové y zna¢ime f(x). Zobrazeni pak znacime
f: X =Y.
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Definice: Zobrazeni f: X — Y se nazyva
e prosté (injektivni), pokud f(x1) = f(x2) implikuje z1 = z9,
e na (surjektivni), pokud pro kazdé y € Y existuje x € X takové, ze f(x) =y,

e vzdjemné jednoznacné (bijektivni), pokud je prosté a na.

Uloha 1: Urlete pocet relaci na n prveich:
— vsech,

— reflexivnich,

— symetrickych,

— antisymetrickych.

Uloha 2: Budte X, Y koneéné mnoziny takové, ze |X| < |Y].
a) Urcete pocet vsech zobrazeni f: X — Y.
b) Urcete pocet prostych zobrazeni f: X — Y.

c¢) Urcete pocet vzajemné jednoznacnych zobrazeni f: X — X.

Uloha 3: Najdéte

a) bijekci mezi N a Z;

b) bijekci mezi N a N?;

c¢) prosté zobrazeni z Q do N. (Nebo dokonce zkonstruujte bijekci.)

Uloha 4: Dokaite, ze zobrazeni f: X — Y je
a) prosté prave tehdy, kdyz plati fog= foh = g = h pro kazdé g,h: W — X,
b) na pravé tehdy, kdyz plati go f =ho f = g = h pro kazdé g,h: Y — Z.

Uloha 5: Uvazme relaci “z je délitelem &sla y” na mnoziné {1,...,n}.

a) Dokazte, ze tato relace je usporadani.

b) M4 toto usporadani néjaky nejvétsi a nejmensi prvek?

¢) M4 toto usporadani néjaky minimalni a maximélni prvek?

d) Cemu v tomto usporadani odpovida infimum a supremum neprazdné podmno-

ziny?

Uloha 6: Dokazte, ze pokud méa v usporadané mnoziné kazda podmnozina supre-
mum, ma v ni také kazdad podmnozina infimum.
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