4. cviceni z Diskrétni matematiky (NMIN105) ZS 2019/20, ctvrtek 12:20, M6

Ulohy ke cvitent

Definice: Relace R na mnoziné X se nazyva (cdstecné) uspordaddni, pokud je refle-
xivni, antisymetricka a tranzitivni.

Usporadani (X, <) se nazvyva upiné (linedrni), pokud pro kazdé dva prvky z,y € X
plati z < y nebo y =< .

Definice: Bud (X, <) ¢astecné usporadand mnozina a M C X jeji podmnozina. Pak
M se nazyva

e retézec, pokud pro kazdé mq,mo € M plati m; < mo nebo my < my. Neboli
kazdé dva prvky z M jsou porovnatelné.

e Antiretézec, pokud pro kazdé dva rtzné mq, mo € M plati my ﬁ ms ani ms ﬁ
m1. Neboli kazdé dva rtzné prvky z M jsou neporovnatelné.
Veta: Bud (X, =) ¢asteéné usporadana koneénd mnozina. Pak plati:

e Retézec {r1,...,m,} C X je nejdelsi prave tehdy, kdyZ existuje n antifetézci
Ay, ... A, C X které pokryvaji X, tj. Up_; Ar = X.

e Antifetézec {ay,...,a,} C X je nejvétsi prave tehdy, kdyz existuje m Tetézci
Ry, ..., R, C X, které pokryvaji X, tj. Ui, Rx = X.

Uloha 1: Najdéte priklad linedrné usporadané mnoziny s nejmensim a nejveétsim
prvkem, ve které existuje podmnozina, ktera nema supremum ani infimum.

Uloha 2: Dokazte, ze pokud ma v usporadané mnoziné kazda podmnozina supre-
mum, ma v ni také kazdad podmnozina infimum.

Uloha 3: U usporadani daného nasledujicim Hasseho diagramem vyznacte néjaky
nejdelsi Tetézec a antiretézec. Zdiuvodnéte, pro¢ nelze najit delsi, resp. vétsi.
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Uloha 4: Rozhodnéte, zdali v kazdém konec¢ném a neprazdném castecném usporadani
musi kazdy maximalni fetézec protinat:

a) antiretézec tvoreny maximalnimi prvky,

b) kazdy maximélni antifetézec.

Uloha 5:

a) Ukazte, ze pro kazdou kone¢nou mnozinu plati, ze vSechna jeji linedrni usporadani
jsou navzajem izomorfni.

Pozn.: Relace R na X je izomorfni relaci S na Y, pokud existuje bijekce f: X — Y
takova, ze (z,y) € R < (f(z), f(y)) € S.

b) Ukazte, Ze pro kazdou mnozinu A piirozenych ¢isel plati, Ze vSechna linearni
usporadani mnoziny A jsou navzajem izomorfni, pravé kdyz A je konec¢na.
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