12. CVICENI Z LINEARNIHO PROGRAMOVANI

Totalni unimodularita

D: Mnohostén nazveme celociselnym, pokud méa vsechny vrcholy celociselné.

D: Ctvercova matice M € Z™™ je unimoduldrni, pokud det M € {-1,1}.

T: Soucin a inverze unimodularnich matic jsou unimodularni matice.

T: Unimodularni matice jsou prave ty celocislené matice, jejichz inverze je celoéiselna.

T: Necht A je celo¢iselnd matice. Pak mnohostén {z|Ax = b,x > 0} je celoéiselny pravé tehdy, kdyz
Ap (matice se sloupci z baze B) je unimodularni pro kazdou bazi B.

D: Matice M € R™*" je totdlné unimoduldrni, pokud determinant kazdé jeji ¢tvercové podmatice je
roven —1,0 nebo 1.

T: Uvazme linedrni program maxclx, Ax < b, x > 0, kde b je celoéiselny vektor a A je totdlné
unimodularni matice. Pak je mnohostén pripustnych feseni celociselny.

T (Diisledek pfedchozi véty): Uvazme celoéiselny program ILP: max clx, Ax < b, 2 > 0, z € Z a jeho
linearni relaxaci LP: max c’z, Az < b, x > 0. Pokud je b celo¢iselny vektor a A totalné unimoduldrni,
pak vrcholové optimalni feseni LP je optimalnim fesenim ILP.

T (Laplacetv rozvoj): Necht A je ¢tvercova matice n X n, ozna¢me A;; matici A po smazani i-tého
radku a j-tého sloupce. Pak pro libovolné i, 5 € {1,...,n} plati:
det A = (—1)"a; det Ay + (—1)"2azpdet Ajg + - - + (=1)""a;, det A;,  r0zVOj pres Fadek
= (=1)""ay; det Ayj + (=1)*ay; det Ayj + -+ + (=1)"a,;det A,; rozvoj pies sloupec

D: Matice incidence orinetovaného grafu G = (V, ﬁ) je matice Ag € {—1,0, 1}VIXIEl kde (Ag)ye =
—1, pokud e = (v,u), (Ag)ve = 1, pokud e = (u,v) a (Ag)ve = 0 jinak.

PRIKLAD PRVN{ Dokazte, ze pokud ma celo¢iselnd matice inverzni matici, ktera je rovnéz
celoc¢iselnd, pak je unimoduléarni.

PRIKLAD DRUHY  Ms&jme matici A velikosti m x n, jejiz fadky jdou rozlozit na dvé skupiny
B a C. Nechf také plati:
e Aec {-1,0,1}m*m
e Kazdy sloupec obsahuje nejvyse 2 nenulové hodnoty.
e Pokud maji dvé nenulové hodnoty v jednom sloupci A stejné znaménko, tak jeden radek patii
do B a druhy do C.
e Pokud maji dvé nenulové hodnoty v jednom sloupci A rtzné znaménko, tak oba radky patii
do B, nebo oba patii do C.

Dokazte, ze A je potom totalné unimodularni.

Tip: Dokazujte indukci podle velikosti ¢tvercové podmatice. Zacnéte tim, ze eliminujete pripady,
kdy v jednom sloupci je nejvyse 1 nenulova hodnota.

PRIKLAD TRETI Dokazte, ze kazda matice incidence orientovaného grafu je totalné unimo-
dulérni.

PRIKLAD CTVRTY  DokaZte, e matice incidence neorientovaného grafu je totalné unimodu-
larni pravé tehdy, kdyz graf je bipartitni. Plyne z tohoto tvrzeni snadné hledani celociselnych feseni
nékterych problému?



PRIKLAD PATY Naleznéte celociselny mnohostén {z : Az < b,z > 0}, kde A je matice ale-
spon 3 X 3 a A ib jsou celociselné, ale A neni totalné unimodularni. Mze navic A obsahovat pouze
prvky —1, 0 a 17 A co kdyz zakdzeme i —17

PRIKLAD SESTY Rozhodnéte, jestli je zadand matice totdlné unimoduldrni:
1 00000
0 10101
0 01101
010010
0 01010
-1 00001

Domaci tukoly

DRUHY DOMACI UKOL [4 body]
Vezméme si jeden vektor (sloupec) v s hodnotami {0, 1}". Rekneme, Ze v je intervalovy, pokud v mé
hodnoty 1 za sebou v pravé jednom souvislém intervalu (tieba i délky 0). Matice M je intervalovd,
pokud vSechny jeji sloupce jsou intervalové vektory.

Dokazte:
1. Bud A € R™™ a pro kazdou A’ € R¥**¥ podmatici A existuje unimodularni B’ € Z*** takova,

ze B'A’ je unimodularni nebo singularni. Pak A je totalné unimodulérni.
2. Kazda intervalova matice M je totalné unimoduléarni.



