4. cviceni z Diskrétni matematiky (NMIN105) ZS 2018/19, stfeda 15:40, K5

Ulohy ke cviceni

Definice: Relace na mnoziné X se nazyva

e ckuvivalence, pokud je reflexivni, symetricka a tranzitivni,

o (cdstecné) usporaddni, pokud je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.

Definice: Bud (X, <) ¢astecné uspofddand mnozina. Prvek a € X se nazyva
o nejvétsi prvek, pokud pro kazdé x € X plati = < a,
e mazimdlni prvek, pokud neexistuje x € X takové, ze a < x.

Analogicky definujeme nejmensi a minimdlni prvek.

Definice: Bud (X, <X) ¢asteéné usporddand mnozina a M C X jeji podmnozina. Prvek a € X se
nazyva horni mez mnoziny M, pokud pro vSechna m € M plati m =< a. Nejmensi horni mez
(pokud existuje) se nazyva supremum. Analogicky definujeme dolni mez a infimum.

Definice: Bud (X, <) ¢dstecné usporddand mnozina a M C X jeji podmnozina. Pak M se nazyva

e retézec, pokud pro kazdé mq,ms € M plati m; < mo nebo ms < my. Neboli kazdé dva
prvky z M jsou porovnatelné. Velikost nejvétsiho fetézce (X, =) znaéime w(X, <).

o Antiretézec, pokud pro kazdé dva rizné mi,ms € M plati m, ﬁ Mo ani mo ﬁ my. Neboli
kazdé dva rtizné prvky z M jsou neporovnatelné. Velikost nejvétsiho fetézce (X, <) znaéime
a(X, x).

Véta: Bud (X, <) ¢asteéné usporddand koneénd mnozina velikosti n. Pak o(X, X)w(X, %) > n.

Definice: Relace f C X X Y se nazyva zobrazeni, pokud pro kazdé x € X existuje pravé jedno
y € Y takové, Ze x fy. Takové y znacime f(x). Zobrazeni pak znac¢ime f: X — Y.

Definice: Zobrazeni f: X — Y se nazyva

o prosté (injektivng), pokud f(z1) = f(x2) implikuje x1 = xa,
e na (surjektivni), pokud pro kazdé y € Y existuje x € X takové, ze f(z) =y,

e vzdjemné jednoznacné (bijektioni), pokud je prosté a na.

Uloha 1: Dokaite, Ze zobrazeni f: X — Y je
a) prosté pravé tehdy, kdyz plati fog= foh = g = h pro kazdé g,h: W — X,
b) na pravé tehdy, kdyz plati go f =ho f = g= h pro kazdé g,h: Y — Z.
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Uloha 2: S pouzitim pfedchoziho tvrzeni dokazte:
a) Pokud f o g je prosté, je g rovnéz prosté.

b) Pokud h o f je na, je h rovnéZ na.

Uloha 3: Uvazme relaci “z je délitelem &isla 3” na mnoziné {1,...,n}.
a) Dokazte, Ze tato relace je usporadéni.

b) M4 toto usporadani néjaky nejvétsi a nejmensi prvek?

¢) M4 toto usporddani néjaky minimalni a maximaln{ prvek?

d) Cemu v tomto usporddani odpovidd infimum a supremum neprazdné podmnoziny?

Uloha 4: Dokazte, Ze pokud ma v usporddané mnoziné kazdd podmnozina supremum, méa v ni
také kazda podmnozina infimum.

Uloha 5: Dokazte, 7ze kazd4 posloupnost n2 + 1 redlnych &sel obsahuje monoténni podposloupnost
délky n+1.

Uloha 6:

a) Ukazte, ze pro kazdou koneénou mnozinu plati, Ze vSechna jeji linedrni usporddani jsou navzajem
izomorfni.

Pozn.: Relace R na X je izomorfni relaci S na Y, pokud existuje bijekce f: X — Y takova, ze
(z,y) € R (f(x), f(y)) € S.

b) Ukazte, Ze pro kazdou mnozinu A ptirozenych ¢isel plati, Ze vSechna linedrn{ uspofddan{ mnoziny
A jsou navzajem izomorfni, pravé kdyz A je kone¢né.
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