Neékolik odstavcel z linearni algebry

A. Pultr

Hm. Hodnost matice.

Hm.1. Pro matici

a;i; Q2 -+ Qip

ag1 Qg2 -+ A2
A= n

Qg1 Qg2 -+ Ogp

oznacme
r, = (aﬂ, ey am) (E Vn)

(Fddkové vektory matice A) a
si = (a1iy .-, 0ki) (€ Vi)
(sloupcové vektory matice A); podmodul
L(r,...,rg) €V, resp. L(sy,...,s,) C Vg

se nazyva rddkovy resp. sloupcovy modul matice A.

Hm.2. Ridkové a sloupcové tpravy matice. Budeme uzivat
nasledujici dpravy matice A:

(rl) vyménime dva fadky mezi sebou;

(r2) vynasobime néktery z fadku nenulovym éislem;

(r3) pricteme k nékterému faddku linedrni kombinaci ostatnich.
O téchto tupravach mluvime jako o Fddkovych dpravich matice A.

(s1) vyménime dva sloupce mezi sebou;
(r2) vynésobime néktery ze sloupcu nenulovym é&islem;
(r3) pficteme k nékterému sloupci linedrni kombinaci ostatnich.

O téchto dpravach mluvime jako o sloupcovijch upravdch matice A.

Hm.3. Tfi uzitecné isomorfismy. Definujeme zobrazeni
Pij Vn — Vn,
Xa ' Vo = Vi,

77ba2,...,an : Vn — Vna
1
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kde i < 7 < n, a je nenulové ¢islo a ao,...,a, jsou libovolna ¢isla,
predpisy
©ij(T1, ., n) = (1,0, Tis1, Tjy Tig1s - -y Tj—15 Tiy Tj1s - - - Tn),
Xa(T1, T2, Tn) = (aT1, T, - . ., Tn),

n
wag,...,an (*Tla T2yenny mn) = (ml + Z AjLj, T2,y . .- ,l'n).
j=2

Hm.3.1. Pozorovani. Zobrazeni ¢ij,Xa @ Yas,. .0, JSOU 1SOMOT-
fismy V,, na sebe.

(Skutecné: Z predpisi se snadno ovéii, ze se jednd o linedrni zo-
brazeni; nadto, ¢;; © ¥ij, Xa © X1 a Yao,...an © V—as,... —a, jsOU identicka
zobrazeni a naSe zobrazeni tedy maji inversni.)

Hm.4. Véta. 1. Rddkové (resp. sloupcové) dpravy neménd rddkovy
(resp. sloupcovy) modul.
2. Rddkové (resp. sloupcové) idpravy neméni dimensi sloupcového
(resp. Tddkového) modulu.
Diikaz. Prvni tvrzeni je trividlni.
2: Ptipomenme si fakt znamy z predchozich prednasek:
Je-li f:V — W isomorfismus a je-li V! C V koneéné gene-
rovany podprostor, plati dim f[V'] = dim V'
Uzijeme Hm.3.1. Pii dpravé (rl) se sloupcovy modul transformuje
isomorfismem ¢, pii Gpravé (r2) isomorfismem x a kone¢né pfi dprave
(r3) se sloupcovy modul transformuje isomorfismem ). O

Hm.5. Véta. Dimense rddkového a sloupcového modulu jsou stejné.

Dukaz provedeme tak, ze postupnymi radkovymi a sloupcovymi upravami
(které podle Hm.4 neméni tyto dimense) ziskdme matici, u niz bude
rovnost dimensi ziejma.

Pokud vsechna a;; jsou nulovd, jsou obé dimense 0. Necht je nékteré
z a;; # 0. Pomoci (rl) a (s1) ho pfemistime do levého horniho rohu.
Vynésobenim prvniho fadku ¢islem 1j dostavame matici tvaru

aj;

! !

L oap - ay,
! ! !

Al = (1 Qgp ~-- gy
! ! !

gy Qg *° Ogp

Nyni ode¢téme postupné od druhého, tietiho atd. fadku a)-, af;-
nasobek, atd., prvniho fddku (dpravy typu (r3)) ¢imz ziskdme nuly v
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prvnim sloupci, a obdobné tpravami typu (s3) ziskdme nuly v prvnim
radku. Matice nyni vypada takto:

1 0 0
0 b22 b2n
0 by bin

Je-li nyni jiz b;; = 0 pro vSechna 7, j > 2 s Gpravami piestaneme. Jinak
vezmeme nékteré b;; # 0 a podobné jako v pfedchozim ho pfemistime
na misto (2,2), vydélime na 1 a odeéitdnim od tfetiho (¢tvrtého, atd.)
fadku (sloupce) dosdhneme tvaru matice

1 0 o --- 0
0 1 o --- 0
0 0 3 -+ c3p
0 0 s - Ckn

V procedute pokracujeme dokud nachazime ve zbylé ¢asti matice nenulové
vstupy. Procedura se zastavi u tvaru

( 1 0 --- 0 0 --- ()\
O 1 --- 0 0 --- 0
0 O 1 0 0
0 0 0 ©0 0
\ o 0 -+ 0 0 --- 0)
pro ktery je jiz tvrzeni ziejmé O

Hm.5. Definice: Hodnost matice. Spole¢nou hodnotu dimense
radkového a sloupcového modulu matice A nazveme hodnost matice A
a nékdy budeme oznacovat

hodn(A).

Sk. Skalarni soucin

Sk.1. Bud V vektorovy prostor nad télesem R realnych ¢isel nebo
nad télesem C komplexnich ¢isel. Skalarnim soucinem na V rozumime
zobrazeni

(—,—):V xV =R (resp. C)
takové, ze



(a) (u,u) >0,a (u,u) =0 jen kdyzu=0,
= ) resp. (bC) (u,v) = (v,u),

Poznamky. 1. Jako obvykle pouzivame oznaceni @ pro komplexni
¢islo sdruzené s a.

2. Pozadavky (bR) resp. (bC) jsou specifické pro piipad telesa
realnych resp. komplexnich ¢isel. V bodech (a), (c) a (d) se pozadavky
nelisi. Pozadavek (bR) je ovSem v redlném piipadé vlastné v (bC)
obsazen, piSeme ho vsak zvlast: chceme zdiraznit komutativitu.

3. Nerovnost (u,u) > 0 v sobé obsahuje téz pfedpoklad, ze i v
piipadé komplexnich ¢isel je skalarni sou¢in dvou stejnych vektoru vzdy
¢islo realné.

4. Pozdéji se mozna setkate se skalarnimi souciny nad jinymi télesy.
Potom musi byt (a) modifikovano. Napi. v piipadé télesa Zs zbytkovych
tfid modulo 2 staci pozadovat aby pro u # o, (u,u) = 1.

Konvence. Neni-li nebezpeci nedorozumeéni, piseme prosté uv misto
(u,v).
Sk.1.1. Tvrzeni. V komplexnim pripadé je
u(av) = a(uv),
a v kaZdem pripadé je

(u+v)w = uw + vw.

Diikaz. Méme u(av) = (av)u = a(vu) = @(uv).
Déle, (u+v)w =w(u+v) =wu+wv=wu+wv =uw+vw. [

Sk.1.2. Priklad. Na vektorovém prostoru V,, n-tic redlnych cisel
se obvykle zavadi skalarni soucin predpisem

(mla cee axn)(yla . yn) =T1Y1 + -+ TpYn-

V komplexnim piipadé se tato formule modifikuje na

(1, s ) Y1y Yn) = T1Y1 + -+ + TnTn-

Sk.2. Norma. V prostoru se skaldrnim souc¢inem zavddime normu

vektoru u jako
Jull = Vuu
(coz je vzhledem k pravidlu (a) nahote korektni). Ziejmé plati

o]l = [ - [[ul]

(v komplexnim piipadé \/auau = v/ aauu = |af - |[u]]).



Sk.3. Rekonstrukce skalarniho souéinu z normy.
V realném piipadé je mozno rekonstruovat skalarni soucin z normy.
Skute¢né, podle (d) a (bR) mame

(sk.3.1) (u+v)(u+v)=uu+2uv+wv
a tedy

1
(sk.3.2) uv = o ([Ju+v]* = [ful]® = []v][*).

Sk.3.1. Poznamka. Rovnici (sk.3.2) muzeme piepsat na

(sk.3.3) (lu+vil® = flull* + [vII* + 25— - [Jul - [lv]].

HHIMI
Za okamzik uvidime, ze vyraz m, jehoz hodnota se ziejmé nezméni
vynasobime-li u nebo v kladnym ¢islem, je v absolutni hodnoté mensi
nebo roven nule a je ho tedy mozno interpretovat jako kosinus jakéhosi
thlu pfifazeného dvojici u,v (nebo: dvojici sméru uréenych témito
vektory).

Sk.4. Cauchy - Schwarzova nerovnost.

Véta. Pro libovolné dva vektory v prostoru se skaldrnim soucinem
plati
uv| < [[ul[[[v]]
Diikaz. Méme 0 < (Au+ v)(Au + v) = M\||u?> + Auv + Avu +
||lv||>. Nerovnost z tvrzeni zfejmé plati kdyZ u = o. Muzeme tedy

predpokladat, ze ||u|| # 0 a polozit A = IIUIIZ Potom dostavame

Rl LN T L . L BV T
N HEE ™~ Tul?

WP juv?  [uvf? Juv]?

= 2 = 2~ 3 T Ivi* = 2

Tul?z ™ Tulz ™ Jlul lull

odkud nerovnost z tvrzeni dostaneme vynasobenim ||u||?, pievedenim
luv|? na levou stranu a odmocnénim. O

+lvl®

Sk.4.1. Dusledek (trojihelnikova nerovnost). Pro normu sou-
¢tu v prostoru se skaldrnim soucinem plati

[Ju+ ]| < Jluf] + [lv].

Diikaz. Méame |[ju+v||? = (u+v)(u+v) = |[ul]? +uv+av +|v|]? <
a2+ 2| ul[||v]]+||v]|* = (||u]|+]|v]])? (uzivdme pFi tom zFejmého faktu,
ze pro libovolné komplexni a je a + @ redlné a mensi nebo rovno 2|a|);
odmocnéme ziskanou nerovnost. (]



Sk.4.2. Metricka struktura na prostoru se skaldrnim soucinem.
Piipomenme, ze metrika (nebo vzddlenost) na mnoziné X je zobrazeni

p: X xX >R

takové, ze

(M1) p(z,y) >0, a p(z,y) = 0 pravé kdyz = =y,

(M2) p(z,y) = p(y,z), a

(M3) p(z,2) < p(z,y) + p(y, 2) (trojihelnikovd nerovnost).
Na vektorovém prostoru se skaldrnim sou¢inem miuzeme zavést vzdalenost
(a budeme to tak vzdy €init) piedpisem

p(u,v) = [lu—v]|
((M1) je ziejmé z pozadavku (a) na skaldrni souc¢in, (M2) je trividlni
disledek tvrzeni Sk.1.1 (||a]| = ||(—1)-a]|) a (M3) dostaneme z nerovnosti
v Sk.4.1 dosazenim u =a —b, v=b —c).

Vsimnéte si, ze v aritmetickém prostoru V,, pti skalarnim soucinu z
ptikladu 1.2 takto dostaneme obvyklou euklidovskou metriku. Podivejte
se z tohoto hlediska znovu na poznamku Sk.3.1 !

Sk.5. Kolmost. Rekneme, 7ze vektory u a v jsou na sebe kolmé
(orthogondlni) jestlize uv = 0.

Uvédomte si, ze tento pojem odpovida kolmosti na kterou jste zvykli.
Jisté vite, ze Pythagorovu vétu je mozno obratit, to jest, plati-li formule
o druhych mocninach délek stran trojihelnika, jsou nutné dvé kratsi
strany na sebe kolmé. V piipadé “euklidovskeho” skaldrniho soucinu
(viz posledni odstavec ptfedchoziho odstavce) je v “kosinové véte” z
odstavce Sk.3 uv = 0 pravé kdyz vektory u, v jsou na sebe kolmé tak,
jak tento pojem znate z geometrie.

Kroneckerovo delta. Znaceni nam casto zjednodusi zavedeni na-
sledujiciho symbolu (“Kroneckerova delta”)

1 pro i = 7,
0ij = .
0 pro i # j.

Soustava vektoru uy, .. ., ug se nazyva orthogondlni (resp. orthonor-
mdlni), plati-li
uu; =0proi#j (resp. u;u; = ;).
Sk.5.1. Tvrzeni. Orthogondlni soustava jejiz vSechny cleny jsou

nenulové (specidlné, kazdd orthonormdlni soustava) je linedrné nezav-
isld.
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Diikaz. Necht aju; + --- + agup = 0. Vynasobime-li obé strany
rovnice vektorem u; dostaneme a;||u;|| = 0. Jelikoz u; je nenulovy,
musi byt a; = 0. ]

Sk.6. Gram - Schmidtova orthogonalizaéni procedura. Bud
ug,...,u, nezavisla soustava. PopiSeme nyni proceduru, kterou je
mozno ziskat orthonormalni soustavu vy, . . ., vg, kterd se v jistém smyslu
(viz Vétu 6.1 dole) od puvodni 1is{ co nejméné.

V prvnim kroku polozime prosté

1

Vi = —uy.
C

Tim dosdhneme toho, ze
vill =1 a L(u) = L(v1).
Necht jiz mame pro néjaké k& < n nalezeny vy, ..., v takové, Ze
viv; =6; a L(uy,...,u)=L(vy,...,v,) pro viechna r < k.

Hledejme nyni v L(uy,...,uu.11) = L(V1,...,V,,u,.11) vektor w tak,
aby byl kolmy ke véem v;, i < k. Zkusime w = Y5 a;v; + upy.
Vynédsobenim v; dostaneme 0 = a; + vjuii1, t.j. a; = —v,uiq; jako
postacujici podminku k tomu, aby wv; = 0 pro j < k. Jelikoz w # o
(uvédomte si presné pro¢: jinak by bylo ux, 1 € L(uy,...,u,)), muzeme

nyni polozit v = MW a mame vektory vy, ..., vg 1 takové, ze

viv; =0; a L(uy,...,u.)=L(vy,...,v,) pro viechna r <k +1

a muzeme pokracovat az do n.

Uvédomme si jesté, ze pokud se nahodou stalo, ze pro néjaké £ < n
je uq,...,u; orthonormalni soustava, tato procedura ponechd az do k
Vj = Uj.

Shrneme vlastnosti takto ziskane soustavy.

Sk.6.1. Véta. Bud uy,...,u, nezdvisld soustava v prostoru se ska-
ldrnim soucinem. Potom existuje orthonormdlni soustava vy, ..., v,
takovd, Ze

(1) L(uy,...,ux) = L(v1,...,vg) pro vSechna k <n a
(2) byla-li jiz uy, ..., ug orthonormdlni soustava, je pro j < k v; =
Uj.

Sk.6.2. Dusledek. KazZdd orthonormdlni soustava v konecné gen-
erovaném prostoru se skaldrnim soucinem se dd rozsirit na orthonormadlni
basi.

Drikaz. RozSifme ji nejprve na néjakou basi, a na tu pak uzijme Vétu
Sk.6.1. O



Sk.7. Orthogondlni doplnék. Bud V prostor se skaldrnim souéinem,
M podmnozina V' (pozdéji budeme vetsinou provadét nasledujici kon-
strukci s podmoduly, zatim ale muze byt M libovolnd podmnozina).
Orthogondlnim doplrikem mnoziny M rozumime mnozinu

M+ ={v|VYue M, vu=0}.
Nasledujici tvrzeni jsou ziejma:
Sk.7.1. Véta. 1. Je-li M C N je M+ D N*.
2. Mt je vidy podmodul.

Sk.7.2. Véta. Pro podmoduly W libovolného vektorového prostoru
V' se skaldrnim soucinem plati

WNnWwt = {o}.
Je-li V' navic konecné generovany, plati ddle
Wew'=V
a nasledkem toho je
dim W+ = dimV — dim W.

Diikaz. Prvni tvrzeni je ziejmé: kromé o neni zadny vektor kolmy
sam k sobé.

Bud nyni V koneéné generovany. Vezméme orthonormalni basiuy, ..., u
podprostoru W (existuje podle Sk.6) a rozsifme ji podle Sk.6.2 na or-
thonormadlni basi uy, . .., u, celého V. Potom ziejmeé L(ugy1,...,u,) C
W+ z éehoz W @ W+ = V. Posledni tvrzeni pak dostaneme z véty o
dimensi spojeni a pruniku. O

Sk.7.3. Véta. Pro podmodul W libovolného vektorového prostoru
V' se skaldrnim soucinem plati
W (Wit
Je-li V' konecné generovany, je
W= (WH*
a pro obecnou podmnoZinu M CV
(M*)* = L(M).

Diikaz. Jelikoz pro kazdy u € W a kazdy v € W+ plati uv = 0,
je W C (WH)L. Jeli V konecné generovén, je navic podle Sk.7.2
dim W = dim(W+)* a tedy plati rovnost. Necht M je obecna podmnozina
a W podmodul takovy, ze M C W. Pak podle Sk.7.1.1 (M4)+ C
(WHt atedy (M)t CW. O
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Poznamka. Piedpoklad kone¢ného generovani v pfedchozi vété je
podstatny, jak uvidime z nasledujiciho ptikladu.

Bud V prostor vech posloupnosti (1, s, . ..) takovych, ze 3 z; ab-
solutné konverguje. Snadno vidime, ze formule (z1, zo,...)(y1,Y2,...) =
> x;y; dava skaldrni sou¢in na V. Polozme

W ={(z1,29,...) | In, (k>n = x=0}.

Potom W+ = {0} protoZe (1, Ts, - - . ) kolmy ke vSem prvkim z W musi
byt kolmy ke vsem (0,...,0,1,0,0,0,...), takze z; = 0 pro vSechna i.
Tedy méme (W)= =V.

Sk.7.4. “DeMorganova pravidla”.
Véta. V konecné generovaném vektorovém prostoru plati pro libo-

volny systém podprostori
(D wat=wi*

(w)*: =P wi
Diikaz. Jelikoz podle Sk.7.1 (P W;)* C W; a W;- C (N W;)* pro

kazdé j, mame

(sk.7.4.1) @w)tcw

(sk.7.4.2) Pwtc ()"

(v kazdém piipadé). Nyni vyuzijeme konecné generovanosti: Z Sk.7.3,
Sk.7.1a (sk.7.4.1) dostaneme (O W;)* = (N(W;)H)* C (P WHH: =
@ W a podobné dostaneme z Sk.7.3 a (sk.7.4.2) i zbyvajici inklusi.
O

Sk.8. Skalarni sou€in v orthonormdlni souradné soustavé.
Formule pro skaldrni souéin z pt¥ikladu Sk.1.2 mé obecnou platnost pro
orthonorméalni souradné soustavy. Plati

Véta. Bud ui,...,u, orthonormdlni base. Necht x = ziuy+- - z,u,
ay=1yuy + - -yyu,. Potom v redlném pripadé

Xy =T1Y1 + -+ TplYn-
a v komplexnim
Xy =ZiY1 + + TpYn-
Diikaz. xy = 3,z Y25 yu; = 3o, (@) (y;u;) = 3o, vijuu; =
> i Tili0i = 32w u
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Sk.9. Orthogonalni doplnék a feSeni rovnic. Zkoumejme sous-

tavu rovnic (v nezndmych zq,...,z,)
a1171 + a19x2 + -+ a1, =0
(2121 + Q929 + - - - + A2nTh =0
(sk.9.1)
Arp1T1 + QAroT2 —+ o4 Ay = 0.

Ozna¢me ve V,, vektory

a; = (ajl, . ,ajn).
Potom x = (z1,...,%,) Fe$i soustavu nahote pravé kdyz je prvkem
orthogonalniho doplinku
i L
{al,...,ak} :£(a1,...,ak) .
L(ay,...,a,) je ovsem fadkovy modul matice
a1 G2 - Q1p
a a PR a
(Sk92) 21 22 2n
a1 Qg2 - Qkn

7 tvrzeni Sk.7.2 nyni dostavame okamzité

Sk.9.1. Dusledek. Bud h hodnost matice (sk.9.2). Potom system
vSech TeSent (xy,...,2,) soustavy (sk.9.1) je podprostor V, dimense
n — h.

Lm. Linearni mnoziny.

Lm.1. Linedrni mnoZinou ve vektorovém prostoru rozumime bud
(Lim0) mnozinu prézdnou
nebo kteroukoli mnozinu tvaru
(Lim1) L=u+W={u+x|xeW},
kde u € V' je pevné zvoleny prvek a W C V' je podmodul.

Poznamka. Divame-li se na V,, jako na representaci euklidovského
prostoru, linedrni podmnoziny representuji body, piimky, roviny a vi-
cerozmérné linearni podprostory.

Lm.2. Ve vyjadfeni (neprdzdné linearni mnziny (Lil) je modul W
jednoznacéné urcen; naopak vektor u je v L mozno volit zcela libovolné.
Plati
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Véta. Bud L = u+ W neprdzdnd linedrni mnoZzina. Potom
1) W=L-L={x—-y|x,yeL}a
(2) Pro libovolnév e L, L=v+W.
Dikaz. (1): Je-li v.e W, muzeme ho napsat jako (u +v) — (u + o).
Jsou-lix=u+v,y=u+welL vwelW mdmex—y=v—weW.
(2): Zvolme v = u + w kde w je néjaky prvek W. Je-lix € u+ L,
dejme tomu x = u+y pro néjaké y € W, mame x = (u+w)+(y—w) €
v+ Wijellix=v+yev+W mdmex=u+ (w+y)cu+W. O

Lm.3. Dimense linedrni mnoziny. Pro linearni mnozinu L =
u+ W (kdyz uz nyni vime, ze podprostor W je jednozna¢né urcen)
zavadime dimensi

dim L = dim W.
Pro prazdnou mnozinu pak definujeme

dim@ = —1.

Lm.4. Véta. Prunik libovolného systému linedrnich podmmnoZin
vektorového prostoru V' je linedrni podmnozina V.

Diikaz. Budte L; = u; + W;, i € J, linedrni podmnoziny V. Je-li
M, Li = 0, je to linedrni mnozina podle definice. Jinak mizeme zvolit
u €\ L; a podle Lm.2 mame

Vied, Li=u+W,.

Polozme W = (), W;; dokdzeme, ze (1L, = u+ W. Ziejmé u+ W C
((u+ W;). Ale i druhd inkluse je zfejma: je-li x € () L; je pro kazdé
1, X = u + v; pro néjaké v; € W;. Potom ale vSechny v; = x — u jsou
tentyz vektor v a v je v W,. O

Lm.5. Véta. Bud f: V — V' libovolné linedrni zobrazend.
1. Je-li L linedrni podmnozina V, je f[L] linedrni podmnozina V'.
Pro L =u+W je
fIL] = f(u) + fW].
2. Je-li L linedrni podmnozina V', je f~1(L) linedrni podmnoZina ve
V' ; specidlné, pro kazdy vektorv € V', f=1({v}) je linedrni podmnozina
V. Je-li L=u+W a existuje-li néjakyv € f1(L), je

fHL) = v+ fHW).
Diikaz. 1 je ziejmé.
2: Bud v € f~'(L); tedy f(v) € L a miizeme psat L jako f(v) + W.
Plat{ f (L) = v+ fY(W): je-li f(x) € L, t.j., f(x) = f(v) +w pro
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néjaké w € W je f(x—v) = f(x) — f(v) e W a tedy x —v € f~1(W);
je-lix=v+wkde f(w) e W,je f(x) = f(v)+ f(w) € L. O

Rr. Soustavy linearnich rovnic.

Existence reSeni a tvar mnozin reseni.

Rr.1. Méjme dédnu soustavu k linedrnich rovnic o n neznamych

a11x1 + apexe + -+ 1Ty = bl
a91X1 + Qoo + + + + + AopTy = b2
(LR)
ag1T1 + Ggale + -+ QgnTn = by,
to jest, tlohu nalézt viechny n-tice (z1, . .., x,) ¢isel takovych, Ze vsechny
rovnosti v (LR) plati. Takové n-tici fikdme (samoziejmé) 7eSent sous-
tavy (LR).
O matici
aix G2 -+ Qip
a[ a[ « .. a[
A= 21 G22 on
Qg1 Qg2 **°  Qgp

mluvime jako o matici soustavy (LR), o matici

a1 G2 -+ G by
a1 Qo -+ Gy b2
g1 Qg2 - - Qgn bg

jako o matici rozsirené.

Rr.2. Nejprve si fekneme, kdy soustava vubec néjaké reseni ma.
Plati

Véta (Frobeniova). Soustava linedrnich rovnic

1121 + Q199 + - - - + Q1pnTy — b1

a1 + A92X9 + -+ AonTy — b2
(LR)

Arp1Tq + QAroTo + -+ Ay = bk

md TeSeni prdvé kdyZ hodnost jeji matice se rovnd hodnosti matice
rozSirené.
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Diikaz. Pouzijme znac¢eni pro sloupce matice s; = (ayg, - - ., ag;) jako
v Hm.1 a oznatme jesté b = (by,...,b;). Potom rovnice (2.1) plati
prave kdyz
1814+ TnS, =b
pro né&jakd z;, t.j. pravé kdyz b € L(s1,...,s,), t.j. pravé kdyz
L(s1,...,8,) = L(s1,...,8,,b), t.j. pravé kdyz hodnosti matice sous-
tavy a matice rozsirené jsou stejné. O

Rr.3. Homogenni soustavy. Soustavu linedrnich rovnic nazyvdme
homogennt jsou-li vSechna ¢isla na pravych stranach rovnic nulova. O
soustavé

1121 + Q12X + - - -+ 1Ty, = 0

2171 + A% + - -+ agpx, =0
(LRH) o

Q121 + QgoTo + -+ - + ATy, = 0

hovoiime jako o homogenni soustavé prislusné k soustavé (LR).

Rr.4. Véta. Necht soustava linedrnich rovnic md reseni xy. Potom
mnozina vSech reSent této soustavy je linedrni mnozina
Xo + VV,

kde W je mnoZina vsech teSeni prislusné homogenni soustavy. Tento
podprostor W C V,, je orthogondlni doplnék rddkového modulu matice
A dané soustavy a jeho dimense je proto rovna
n — hodn(A).

Abychom tedy zjistili vSechna feSent soustavy (LR) staéi najit

e jedno rTeseni Xq této soustavy a

e k = n — hodn(A) nezduvislych TeSeni xq,...,X, prislusné ho-

mogenni soustavy (LRH);

resent soustavy jsou pak prdvé viechny vektory (n-tice)

x0+a1x1+---+akxk,

kde oy, ..., ay jsou libovolnd cisla.
Duikaz. Zobrazeni f :V,, — V, dané pfedpisem

f((.’L‘l, Ce ,ﬂin)) = (Z a1, Z a,gjﬂ?j), ceey Zaijj)

je zfejmé linedrni a mnozina feseni soustavy (LR) je f~1({(b1,...,bx)}).
Podle véty Lm.5 je to bud mnozina prazdné nebo xo + f~1({0}). V
druhém pifpadé dale vidime, ze W = f~1({o}), mnozinu vSech x
takovych, ze f(x) = (0,0,...,0), tvoii pravé vSechna feseni homogenni
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soustavy (LRH). Konetné podle Sk.9 je to orthogondlni doplnék k
fadkovrhu modulu matice A soustavy, a tedy mé dimensi n —hodn(A).
U

Rr.5. Konkretni feSeni. O metodach feSeni se dozvite na cvicent;
zatim jen dvé jednoducha pozorovani.

e Radkové tpravy rozsirené matice davaji soustavy rovnic se stej-
nou mnozinou feSeni.
e Radkovymi upravami muzeme dosahnout matic typu

bii bz bz -+ by

0 oo bz -+ bop
0 O b33 R b3n
0

0 0 --- ---]
kde je jiz feSeni snadné.

(Zde je jistd nepiesnost: “schody” mohou byt delsi nez po jednom
kroku — treba jako v

111111111
001111111
000111111
0000O0OO0OT1T1T1
000O0O0OOO0OO0OQ 0

— to vSak na snadnosti feSeni nic neméni.)

Rm. Regularni matice.

Rm.1. Véta. Fristuje-li k matici A matice inversni, je A matice
Ctvercovad.
Dikaz. Je-li B inversni k

air Q12 - Qip
A= Q21 Q22 -+ Q2p

Qg1 Qg2 °*°  Qgp
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mame ), a;bg; = 0;; pro vSechna i, j. Tedy md soustava rovnic

a1121 + @192 + -+ - + AT, = b1

(2171 + A20%2 + - -+ + QopTy, = by

Ag1T1 + Qg% + - + QppTyn = by
feseni pro (by, ..., bx) rovné kterémukoli e;, vektoru ktery m4 na i-tém
misté 1 a jinde nuly. Podle Frobeniovy véty tedy musi byt vSechny
e, ..., e, ve sloupcovém modulu matice A; jelikoz jsou nezavislé, musi

byt £ < n. Ma-li matice A inversni matici, md ji i transponovand
matice AT. Pouzijeme-li pravé dokdzany fakt pro tuto, vidime, ze téz
n < k. O

Rm.2. Rekneme, ze matice je requldrni, je-li ¢tvercovd a ma-li
maximalni moznou hodnost.

Rm.3. Véta. Bud A ctvercovd matice Potom ndsledujici tvrzent
jsou ekvivalentni:
(1) A je reguldrni.
(2) A md inversni matici.
(3) Existuje matice B takovd, Ze AB je jednotkovd.
(4) Existuje matice B takovd, Ze BA je jednotkovd.

Diikaz. (1)=(2): Je-li A reguldrni, m4 soustava

1121 + G122 + - - + A1pTy = 041
211 + G2%2 + + * * + AopTy, = 02
p1T1 + Ap2Z2 + -+ -+ AppTn = 5m

podle Frobeniovy véty feSeni pro kazdé i; oznacime-li v takovém feSeni
x; = b;j; dostaneme matici B takovou, ze AB = E; ze stejné uvahy o
transponované matici ziskdme existenci matice C' takové, ze CA = F.
Podle znamého faktu je pak B = C.

Implikace (2)=-(3) a (2)=>(4) jsou trividlni.

(3)=-(1) dostaneme obdobnou tivahou jako v dukazu véty Rm.1: mé-
li soustava

1121 + Q19T + - - + A1 Ty, = b1
A91T1 + Q929 + * -+ + Qop Ty = bQ
Ap1 X1 + ApoXo + - - - + QppTp = bn
feseni pro pravou stranu b rovnou kterémukoli (z nezdvislych) ey, . .., e,,

musi byt dimense sloupcového modulu aspon n.
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Implikaci (4)=-(1) dostaneme uzitim pfedchozi na matici AT. O

Rm.3.1. Poznamka. Zejména tedy, pro ¢tvercovou matici je jed-
nostrannd inverse automaticky oboustranna.

_ Rm.4. Dadlezity specidlni pfipad: Orthonormalni matice.
Ctvercova matice se nazyva orthonormadalni tvori-li jeji tddky orthonormdalni
soustavu ve V,, (jinymi slovy, matice se nazyvé orthonormdlni tvoti-li
jeji tfddky orthonormadlni basi V7).

Rm.4.1. Véta. Ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni:

(1) A je orthonormdlnt.
(2) Sloupce A tvori orthonormdalnd basi Vi,.
(3) AAT je jednotkovd.
(4) AT je inversni k A.
Dikaz. (1)<(3): (3) je jen jind formulace definice Rm.4.
(3)<(4) podle Rm.3.1.
Konecné, podle (4) téz ATA = F a tedy (2). O

Mz. Matice a linearni zobrazeni.

Mz.1. Pripomenme dvé znama fakta o basich.

Mz.1.1. Je-li uy,...,u, base vektorového prostoru V, dd se kazdy
x € V napsat jako linedrni kombinace

riuy + -+ TpUp,
a to pravé jednim zpusobem. Prirazent

X (T1,...,2,)
je isomorfismus V na V,.

Mz.1.2. Bud ui,...,u, base vektorového prostoru V', bud W libo-
volny vektorovy prostor. Pro kaZdé zobrazeni ¢ mnoZiny {uy,...,u,}
do W existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni f : 'V — W takové, Ze
f(u;) = p(u;) pro kazdé i.

Mz.2. Soufadnou soustavou (nebo soustavou souradnic) ve vek-
torovém prostoru V' rozumime

A=(ay,...,a,)

kde ay,...,a, je néjaka base prostoru V. Tedy, soufadna soustava je
base s pevné zvolennym potadim.
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Cisla z1,...,x, z vyjddieni
X=x1d1 + -+ z,a,

nazyvame soutadnicemi vektoru x v A a piSeme

X4 = (T1,...,2y).
Mz.3. Matice linedrniho zobrazeni. Bud A = (ai,...,a,)
soutadnd soustava ve V a B = (by,...,b,,) soufadend soustava v W.

Pro linedrni zobrazeni f : V' — W méme podle Mz.1.1 jednoznac¢né
dand ¢isla f;; takovd, ze

f(ai) = Zfz‘jbj-

Matici
fiu fiz o fim
MA LBy = | T o
fnl fn2 fnm

Nazyvame matici linedrniho zobrazeni f vzhledem k souradnym sous-
tavam A, B.

Mz.3.1. Véta. 1. Pro pevné zvolené souradné soustavy A resp. B
ve V resp. W je pritazeni

f= M(A,f,B)

vzdjemné jednoznacnd korespondence mezi linedrnimi zobrazenimi f :
V. — W a maticem: typu n X m.

2. Je-li jeste C = (ci,...,¢p) souradnd soustava v prostoru Z a
g : W — Z linedrni zobrazent, plati

M(A, gf,C) = M(A, f,B)M(B, g,C).

3. Pro identické zobrazeni id : V — V je M(A,id, A) jednotkovd
matice

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Dukaz. 1 plyne okamzité z Mz.1.1 a Mz.1.2.
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2: Je-li f(a;) = Z fijbj a g(b;) = >, gjxCk, mame

(f(ai)) =g Zfij Zfzgg
= Zfzg Zgjkck > O fijgin)ex
ko J

3 je trivialni. O
Poznamka. Ve svétle této véty je tvrzeni Rm.1 ziejmé: M4 li matice

A inversni, odpovida isomorfismu, a tedy dimense piislusnych prostoru
se rovnaji.

Mz.4. Dulezité tmluvy. Na aritmetické vektory (zi,...,z,) se
budeme nékdy divat jako na matice s jednim fadkem.

U matic (a) typu 1 x 1 budeme nékdy zapominat na zavorky a
budeme je chapat prosté jako cisla a.

Ve smyslu téchto imluv budeme moci vyjadtovat skalarni soucin ve
V,, (redlny piipad) jako ndsobeni matic:

(1, )y Y1y vy Un)) = (X1, -+ oy Tp) - (yl,...,yn)T.

Mz.5. Véta. Pro vyjddreni vektoru v souradnicich plati pii linedrnich
zobrazenich formule

f(x)B = XAM('A’ f’ B)

Zar:iaZ Zx f(a;)
= Zivz Zfzg Z infij)bj- 0
PR

Dikaz. Mame

Mz.6. Linedrni zobrazeni f : V,, — V,, jsou tedy vzdy ddna formuli
fl(z1,. s 2n) = (21, ..., 20)A

s vhodnou matici typu n x m (je to samoziejmé matice zobrazeni f
vzhledem k basim (1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)).

Polozme si otazku, kdy zobrazeni V), do téhoz V;, zachovdva vzdalenost
ve smyslu Sk.4 (a Sk.1.2). Odpovéd je tato

Mz.6.1. Véta. (Redlny piipad) Pro zobrazeni f : V,, — V,, dané
formuli f((x1,...,2,)) = (z1,...,2,)A jsou ekvivalentni ndsledugjici
torzent:

(1) f zachovdvd vzddlenost.
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(2) f zachovdvd normu.
(3) Matice A je orthonormdini.
Diikaz. (1)<(2) je pro linedrni zobrazeni ziejmé.
(3)=(2): V maticovém vyjadfeni skaldrntho sou¢inu mame

IFG)I* = (xA)(xA)" = (xA)(ATx") = x(AAT)x" = xx" = [|x]*

(2)=-(3): Podle formule (sk.3.2) linedrni zobrazeni zachovavajici normu
zachovava i skaldrni soucin. Vektory (1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ...,
(0,0,...,0,1) tvoii orthonormdlni soustavu a zobrazeni f ji pfevadi na
rfadky matice A. Tedy tyto fadky tvori orhonormalni soustavu. O

Mz.7. Transformace souradnic. Chceme-li nahradit soufadnou
soustavu A novou soustavou B dostaneme z véty Mz.5 jednoduchou
formuli na pfevod starych souradnic do novych:

Xp = X_AM(.A, ld, B)

Piipomeiime, Ze matice v této formuli je A = (a;);; kde
a; = Zaijbj.
J

Obvykle mame pii transformaci souradnic zadanu spiSe novou basi vy-
jadfenou v ptivodni, t.j. mdme ddnu matici B = (f;;);; kde

bz' = Z 51']'3]'.
J
Ale s tim si na zakladé véty Mz.3.1 snadno poradime: potiebnd matice
Aje B7L.

Mz.8. Poznamka. V zalezitostech tykajicich se skaldrniho souc¢inu
jsme se v této sekci omezili na redlny piipad. V komplexnim piipadé
je potieba misto s maticemi transponovanymi pracovat s maticemi ad-
jungovanymi (kde na ij-té misto klademe @;; a ve vété odpovidajici
Mz.6.1 musime misto zachovani normy ¢i vzdalenosti pozadovat piimo
zachovani skalarniho soucinu.



