
Anotace

Červeno-černé stromy,

A-B-stromy, B-stromy.

Ř́ıdké polynomy a matice,

údržba paměti svépomoćı,

hashováńı,

haldy,

dynamické programováńı.
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list̊u stejně.

Tud́ıž jeden podstrom muśı ḿıt hloubku nejvýše dvakrát větš́ı
než druhý.

K údržbě se použ́ıvaj́ı rotace, dvojité rotace a přebarvováńı.

Pravidla jsou velmi komplikovaná.

Hloubka červeno-černého stromu je též logaritmická v̊uči
počtu vrchol̊u.
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nejvýš B synů)
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A-B-strom postavit, je ťreba, aby B ≥ 2A− 1.
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V A-B-stromu je každý vrchol bud’to list, nebo kǒren, nebo
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rozšt́ıpneme ho na dva a medián pošleme do otce.
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A-B-strom obhospodǎrujeme tak, že je-li vrchol přeplněný,
rozšt́ıpneme ho na dva a medián pošleme do otce.

T́ımto přesunem ”do otce”můžeme spustit kaskádu.



Vkládáńı a ub́ıráńı z A-B-stromu

A-B-strom je vyhledávaćı strom, tud́ıž poloha prvku je určena
hodnotami prvk̊u v rodič́ıch.

Při vkládáńı najdeme list, do kterého by prvek paťril. Pokud se
prvek vejde, přidáme ho. Pokud ne, vrchol rozděĺıme na dva a
medián převedeme do rodiče (jako pivot).

Štěpeńı může vyvolat kaskádu vedoućı až ke kǒreni (včetně).

Při rušeńı prvku problém převedeme na rušeńı listového
vrcholu (ekvivalent ”najdi nejlevěǰśı v pravém podstromě”).

Pokud vrchol začne být podkritický, bud’to si ”půjč́ıme”od
bratra, pokud je podkritický i bratr, vrcholy slouč́ıme (a
přidáme pivot z rodiče mezi nimi).
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Přidáváme i ub́ıráme v logaritmickém čase.
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Analýza a poznámky
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A-B-stromy jsou prakticky často použ́ıvány.

Pokud je A = ⌊B+1

2
⌋, hovǒŕıme o B-stromech.

Existuj́ı r̊uzné modifikace (zvané B+ strom, B*, někdy na
listech uděláme spojový seznam, jindy posilujeme ”výměny se
sourozenci”). Prakticky jsou zaj́ımavé, teoreticky až tolik ne.
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A-sort

A-sort: Tř́ıděńı pomoćı B-stromu s prstem.

Prst ukazuje na vrchol B-stromu, se kterým jsme pracovali
jako s posledńım.

Vkládat nezač́ınáme od kǒrene, ale od ”prstu”.

Dobré výsledky pokud je vstup předťŕıděný (nebubláme často
až do kǒrene).
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jako merge).



Reprezentace spojovými seznamy
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nenulovými koeficienty). Jak to udělat?

Pomoćı spojových seznamů.

Vhodný je obousměrný spojový seznam...

...a možná i cyklický – a v tom př́ıpadě s hlavou!

Sč́ıtáńı polynomů: Prolezeńı spojových seznamů (podobně
jako merge).

Násobeńı polynomů: Poťrebujeme lézt oběma směry.

Hlava je k tomu, abychom poznali, že jsme na konci.
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Např́ıklad:



Reprezentace ř́ıdkých matic
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komprimujeme.

Možnost́ı je mnoho, je ťreba zejména přemýšlet (při použit́ı).
Např́ıklad:

Spojový seznam prvk̊u (uspǒrádaný v obou dimenźıch),

spojový seznam spojových seznamů (̌rádky v jednom, sloupce
ve druhém),

”čtvrceńı za živa”, tedy rozděĺıme matici na čty̌ri čtvrtiny, ty
děĺıme dále, až je ve ”čtvrtině”málo prvk̊u...
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procedure mark(var p:pointer); – oznáḿı vrchol haldy
(kam až bylo allokováno)
nepouž́ıvat (rad́ı kolega Kryl)

procedure release(var p:pointer); – nastav́ı vrchol
haldy (odallokuje všechno, co je nad vrcholem)
nepouž́ıvat (DTTO)

Podle všeho ve FPC už nejsou, jsou nebezpečné, je to určitý
pokus o garbage collection.
function MemAvail: longint; – vrát́ı počet dostupných
byt̊u na haldě
(neńı ve Free Pascalu od verze 2.0)

function MaxAvail: longint; – vrát́ı délku nejdeľśıho
volného bloku (největš́ı naalokovatelnou velikost)
(DTTO)
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Funkce ńızké úrovně

GetMem – naalokuje pamět’, narozd́ıl od new nezkoumá kolik –
použ́ıvat jen v př́ıpadě nouze (rad́ı F. Kaempfl)

FreeMem – odallokuje pamět’ naalokovanou pomoćı GetMem –
(DTTO)



Př́ıklad použit́ı GetMem/FreeMem
Vyrob́ıme pole předem neznámé délky

type ppole=^tpole;

tpole=array[1..10000] of longint;

var pole:ppole;

begin

GetMem(pole,500);{Urafni 500 bytu}
pole^[10]:=1000;{To je OK}
pole^[500]:=1024;{To je K. O., pole je male!}
FreeMem(pole,500);{Melo by stacit i jen

FreeMem(pole);}
end.
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Máme-li data, kterými lze indexovat, ale hodnoty by byly př́ılǐs
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universum.
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Uděláme tak tabulku mnohem menš́ı velikosti, než je
universum.

Tomu ř́ıkáme hashováńı.

Jenže v́ıce prvk̊u může kandidovat na totéž ḿısto tabulky,
tomu ř́ıkáme kolize.
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řešeńı koliźı

Různé metody řešeńı koliźı:

Uděláme spojový seznam,

sr̊ustaj́ıćı hashováńı, tedy uḿıst’ujeme prvky do přihrádek, kam
nepaťŕı,

z toho plyne problém s implementaćı delete (mazat
prakticky nelze, protože bychom mohli roztrhnout řet́ızek).

Na to kam uḿıstit prvek v kolizi existuje mnoho metod.
Bud’to vybereme daľśı volné ḿısto, nebo obstaráme funkci,
která urč́ı daľśı kandidátské ḿısto.

Pokud známe množstv́ı dat, můžeme se pokusit o perfektńı
hashováńı, a to do pole kvadraticky velkého (se sťredńım
počtem koliźı menš́ım než 1), nebo dokonce do pole velikosti
4n, ale pak předem muśıme znát data.



Haldy
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Halda je datová struktura umožňuj́ıćı rychle naj́ıt minimum.
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Haldy

Halda je datová struktura umožňuj́ıćı rychle naj́ıt minimum.

V haldě plat́ı základńı vlastnost, že kĺıče synů jsou aspoň
takové, jako kĺıč rodiče.

Byla binárńı halda (za účelem ťŕıděńı).

Nyńı budou daľśı, pozor, pod aliasem strom (halda bude až
množina stromů).



Motivace

Některé algoritmy by rády udržovaly hodnoty tak, aby šlo
rychle naj́ıt minimum (extract min), př́ıpadně aby šlo kĺıč
vrcholu sńıžit (decrease key). Př́ıkladem je Dijkstr̊uv
algoritmus.

Toto bychom mohli zǎŕıdit pomoćı uspǒrádaného spojového
seznamu.

Složitost:

extract min – Θ(1),
decrease key – Θ(n).

extract min je OK, decrease key je K. O. Co jinak?

Vyhledávaćı stromy

extract min – O(log n),
decrease key – O(log n).



Binomiálńı strom

Definition

List je binomiálńı strom řádu 0.
Binomiálńı strom je strom řádu k vznikne ze dvou binomiálńıch
stromů řádu k − 1 tak, že kǒren s nižš́ı hodnotou stanov́ıme
kǒrenem (původńı strom řádu k − 1 okoṕırujeme nezměněný) a
jako posledńı syn mu přidáme ten druhý strom řádu k − 1.
Binomiálńı halda je množina binomiálńıch stromů takových, že
strom každého řádu se vyskytuje nejvýš jednou.

Binomiálńı strom řádu k má 2k prvk̊u.
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List je binomiálńı strom řádu 0.
Binomiálńı strom je strom řádu k vznikne ze dvou binomiálńıch
stromů řádu k − 1 tak, že kǒren s nižš́ı hodnotou stanov́ıme
kǒrenem (původńı strom řádu k − 1 okoṕırujeme nezměněný) a
jako posledńı syn mu přidáme ten druhý strom řádu k − 1.
Binomiálńı halda je množina binomiálńıch stromů takových, že
strom každého řádu se vyskytuje nejvýš jednou.

Pokud jsme měli před extract min haldu a objev́ı-li se aspoň
dva stromy téhož řádu, můžeme z nich (v konstantńım čase)
postavit strom řádu o jedna větš́ı.
Takto můžeme haldu udržovat pro účely extract min,
složitost bude O(log n) (prohledat kǒreny, rozlepit ”ten
správný”strom a zmergovat).
To je pǒrád moc, nav́ıc decrease key je prakticky
neimplementovatelný.
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u kolegy Kryla se Fibonacciho strom ř́ıká kritickému
AVL-stromu, což je něco úplně jiného a ani s jedńım Fibonacci
neměl v̊ubec nic společného!), jenže:

Řádem Fibonacciho stromu je stupeň kǒrene. Nav́ıc nastav́ıme
každému vrcholu (při přidáńı) counter na 1 (a udržujeme).
Fibonacciho strom řádu k vznikne z Fibonacciho stromu řádu
k odř́ıznut́ım nějakého syna vrcholu s counterem nastaveným
na 1 (r̊uzného od kǒrene). Pokud vrcholu odř́ızneme syna,
counter sńıž́ıme.
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Binomiálńımu stromu může jeden ze synů ḿıt řád o jedna
menš́ı, tedy v nejhořśım př́ıpadě jako bychom Fibonacciho
strom postavili ze stromu řádu k − 1 a k − 2 (proto
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Fibonacciho strom řádu k tud́ıž má kǒren stupně k . Nejvýše
jednomu jeho synovi jsme odř́ızli syna, tedy oproti
Binomiálńımu stromu může jeden ze synů ḿıt řád o jedna
menš́ı, tedy v nejhořśım př́ıpadě jako bychom Fibonacciho
strom postavili ze stromu řádu k − 1 a k − 2 (proto
Fibonacciho).

Fibonacciho halda je opět množina stromů, kdy strom
každého řádu se vyskytuje nejvýše jednou.

Operace extract min stejně jako pro binomiálńı haldy.
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Fibonacciho halda – konec

Operace decrease key: Vrcholu sniž hodnotu (kĺıč).
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haldy).
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Fibonacciho halda – konec

Operace decrease key: Vrcholu sniž hodnotu (kĺıč).

Pokud t́ım dojde k porušeńı vlastnosti haldy, vrchol odř́ızni.

Pokud měl rodič counter 1, sniž ho (a zǎrad’ nový strom do
haldy).

Pokud měl rodič counter 0, odř́ızni ho taky (a prově̌r jeho
rodiče atd.).

Ĺıná implementace: Necháme v́ıc stromů téhož řádu a
konsolidujeme jen při extract min.

Výhoda: Amortizovaná složitost decrease key bude
konstantńı. Funkce decrease key bude sice logaritmická, ale
to by byla stejně, nevolá se ale tolikrát (jako decrease key).



Problémy, které byly

Přednášej́ıćı jde tentokrát do M1,

počet platných uzávorkováńı pomoćı n pár̊u závorek,

počet rozkladů přirozeného č́ısla na součet nerostoućıch
kladných celých č́ısel,

Pascal̊uv trojúhelńık,

nejdeľśı rostoućı podposloupnost,

pǒrad́ı násobeńı matic,

problém batohu.
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n-tý řádek konkrétně obsahuje hodnoty
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při výpočtu využ́ıváme toho, že
(

n

k

)

=
(

n−1

k

)

+
(
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k−1

)

,

pro jednoduchost chceme spoč́ıtat jen č́ıslo
(

n
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)

.



Pascal̊uv trojúhelńık rekurźıvńı řešeńı

Źıskali jsme rekurenci
(

n

k

)

=
(

n−1

k−1

)

+
(

n−1

k

)

,

z této snadno sestroj́ıme rekurźıvńı program:

function kombin(n,k:integer):longint;

begin

if (k=0) or (k=n) then kombin:=1;

else kombin:=kombin(n-1,k-1)+kombin(n-1,k);

end;

begin

kombin(100,50);

end.

Mále stejný problém, pǒrád poč́ıtáme to samé mockrát.
Opět přidáme cache na výsledky.



Pascal̊uv trojúhelńık

const MAX=100;

var cache:array[0..MAX,0..MAX] of longint;

function kom(n,k:integer):longint;

begin

if cache[n,k]=0 then

begin if (k=0) or (k=n) then cache[n,k]:=1

else cache[n,k]:=kom(n-1,k-1)+kom(n-1,k);

end;

kom:=cache[n,k];

end;

var n,k:integer;

begin

read(n,k);

writeln(kom(n,k));

end.



Násobeńı matic

Násobeńı matic neńı komutativńı, ale je asociativńı.

Máme-li vynásobit několik matic, nemůžeme jejich pǒrad́ı
měnit,

můžeme součin všelijak závorkovat.

Různá uzávorkováńı jsou r̊uzně výhodná.

Které z nich je to nejvýhodněǰśı?

Předpokládáme, že máme abstraktńı funkce zjist́ıćı ze
zadaných rozměr̊u složitost součinu matic správných tvar̊u.
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Násobeńı matic

Některé násobeńı provedeme jako posledńı.

To úlohu rozděĺı na (nejvýše) dvě daľśı instance.

V každé (menš́ı) instanci opět nějaké násobeńı provedeme
jako posledńı.

Ideálńı podhoub́ı pro rekurzi!



Násobeńı matic

function slozitost(od,az do:integer):longint;

for i:=od to az do-1 do begin

slozitost:=slozitost(od,i)+
slozitost(i+1,az do)+samotne nasobeni;

Opět budeme zbytečně násobit stále to samé.
Opět se toho zbav́ıme stejně.



Násobeńı matic

function slozitost(od,az do:integer):longint;

if cache[od,az do]=0 then

for i:=od to az do-1

cache[od,az do]:=slozitost(od,i)+
slozitost(i+1,az do)+samotne nasobeni;

slozitost:=cache[od,az do];
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Všechny tyto problémy jsme řešili stejně:

Navrhli jsme rekurźıvńı algoritmus,

ten poč́ıtal často to samé, proto jsme mu doplnili cache.

Pokud se pod́ıváme pǒrádně, na správném ḿıstě cache
najdeme výsledek.

Poťrebujeme tam tedy tu rekurzi?

Ne a můžeme se j́ı zbavit za předpokladu, že zjist́ıme, jak
vyplňovat cache, tedy tabulku.

Tomu ř́ıkáme dynamické programováńı.



Odstraněńı rekurze

Přednášej́ıćı jde do posluchárny:
a[1]:=1;

a[2]:=2;

for i:=3 to n do a[i]:=a[i-1]+a[i-2];

Pascal̊uv trojúhelńık:
for i:=0 to n do

for j:=0 to i do

p(i,j):=p(i-1,j-1)+p(i-1,j);

a okrajové př́ıpady zvlášt’!

Závorkováńı: Cvičeńı



Násobeńı matic – poučeńı

Tomuto ř́ıkáme dynamické programováńı.

Zpravidla implementujeme pouze fázi vyplňováńı tabulky.

Na tom je nepř́ıjemné určovat, odkud vyplňováńı zahájit.

Neńı tud́ıž špatné navrhnout si aspoň na počátku rekurźıvńı
řešeńı a až pak rekurzi ”rozb́ıt”:

cache[od,az do]:=min{cache[od,i]+cache[i,az do]+

samotne nasobeni}

což stač́ı udělat cyklem.



Problém batohu
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obsahem.
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Předpokládejme variantu, že všechna č́ısla jsou přirozená!
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určuje index posledńıho z nich.
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Zlepšeńı? Dynamickým programem, ale neoťrelým způsobem.



Vytvǒr pomocné batohy s nosnostmi 1, 2, . . .m a proměnné
popisuj́ıćı optimum v nich zinicializuj nulami.

Pro každý předmět i přepoč́ıtej všechny batohy a zjisti, zda
dopadnou lépe, pokud předmět přidáme nebo ne:

Pro batoh k zjisti, pokud
cena batohu(k)<cena batohu(k − wi ) + ci .

Pokud ano, cena batohu(k):=cena batohu(k − wi ) + ci.

Invariant: Řeš́ıme-li prvek i , evidujeme (před touto fáźı)
optimálńı naplněńı batohů pomoćı prvk̊u 1, 2, . . . k − 1.

Složitost: mn.

Pozor, pokud nejsou č́ısla přirozená, stává se problém
NP-těžkým. Neńı ale silně NP-těžký, což znamená, že těžkost
se vynucuje ”velkými č́ısly lǐśıćımi se o málo”.



Konec

Děkuji za pozornost...


