
Anotace

Stromové datové struktury:

Vyvážené binárńı stromy
AVL-stromy,
červeno-černé stromy,
A-B stromy,
hashováńı,
haldy.



Reprezentace stromů

Strom je (v této chv́ıli) datová struktura, ve které má každý
vrchol nějaký počet synů a nejvýše jednoho rodiče.

Vrchol bez rodiče je jen jeden a označujeme ho kǒren.

Ve stromě nesměj́ı vznikat cykly (ani slabé).

Jak reprezentovat v Pascalu?

Podobně jako spojový seznam, ťreba takto:
type strom:^vrchol;

vrchol=record

hod:longint;

syn1:strom;

syn2:strom;

...

end;



Binárńı vyhledávaćı strom

Jedná se o binárńı strom, ve kterém pro každý vrchol všechny
prvky v levém podstromě maj́ı kĺıč menš́ı než je kĺıč tohoto
vrcholu a prvky v pravém podstromě maj́ı kĺıč větš́ı (než
současný vrchol).

V tomto stromě půjde snadno vyhledávat.
Co výhody a nevýhody?

Pokud se dobře postav́ı, je mnohem efektivněǰśı, než spojový
seznam.

Problém je nepostavit ho špatně a při přidáváńı a ub́ıráńı
nestrávit př́ılǐs času.

Vyváženost odkazuje k tomu, jak moc se lǐśı počty prvk̊u
v jednotlivých podstromech. Počty prvk̊u v synech vyváženého
stromu se lǐśı nejvýše o 1.



Postaveńı vyváženého BVS

Najdi medián a zakǒreň.

Postav vyvážený BVS z menš́ıch prvk̊u (rekurźıvně),

připoj jako levého syna kǒrene,

postav vyvážený BVS z větš́ıch prvk̊u,

připoj jako pravého syna kǒrene.



BVS – datové struktury

Pole, ze kterého budeme stavět (nebudeme řešit).

Dynamická struktura reprezentuj́ıćı vrcholy stromu:
type pbvs:^bvs;

bvs=record

hod:longint;

left:pbvs;

right:pbvs;



Postaveńı vyváženého BVS
(pseudokód)

function postav(pole):pbvs;

begin

if empty(pole) then postav:=nil; else begin

med:=median(pole);

men:=mensi(med,pole);

vet:=vetsi(med,pole);

new(koren);

koren^.hod:=med;

koren^.left:=postav(mensi);

koren^.right:=postav(vetsi);

postav:=koren;

end;

end;



Daľśı operace nad vyváženým BVS
member, insert, delete

Operace member je snadná:
function member(co:longint,kde:pbvs):pbvs;

begin if kde=nil then member:=nil

else if kde^.hod=co then member:=kde

else if kde^.hod>co then

member:=member(kde^.left)

else member:=member(kde^.right);

end;

Pozor, algoritmus spekuluje na postranńı efekt (trichotomie),
tedy č́ıslo je větš́ı, menš́ı nebo rovné jinému. U posledńıho
else bychom měli udělat test, zda kde^.hod>co.

Funkce insert a delete jsou témě̌r neimplementovatelné
(byly by spojené s destrukćı celého stromu).



Binárńı vyhledávaćı strom – zdaleka ne vyvážený!

procedure insert(co,kam);

begin {Okrajové přı́pady!}
while((( co<kam^.hod) and (kam^.left<>nil)) or

((co>kam^.hod)and (kam^.right<>nil)))

if(co<kam^.hod) then kam:=kam^.left

else kam:=kam^.right;

if(co=kam^.hod) then error("Uz tam je!");

if(co<kam^.hod) then

begin new(kam^.left);

kam:=kam^.left;

end else symetricky pro pravy...

kam^.left:=nil; kam^.right:=nil;

kam^.hod:=co;

end;



BVS – delete – špatná varianta

Najdi prvek,

je-li výstupńıho stupně nejvýš 1, vyhod’ ho (přemosti).

Je-li výstupńıho stupně 2,
přidej jeho levého syna jako levého syna nejlevěǰśıho prvku v
pravém podstromě,
t́ım se mazaný prvek začne tvá̌rit jako vrchol výstupńıho
stupně 1 ⇒ vyhod’ ho (přemosti).

Co je špatně?

Strom se rychle rozsype (změńı v něco bĺızkého spojovému
seznamu).



BVS – delete – správná varianta

Najdi prvek,

je-li výstupńıho stupně nejvýš 1, vyhod’ ho (přemosti).

Jinak najdi nejlevěǰśı prvek v pravém podstromě a dočasně
prohod’.

T́ım se poruš́ı vlastnost být BVS, ale chv́ıli nám to nevad́ı!

Nyńı máme zrušit vrchol výstupńıho stupně nejvýš 1 ⇒

vyhod’ ho (přemosti).

Mı́sto nejlevěǰśıho v pravém podstromě můžeme použ́ıt
nejpravěǰśı v levém podstromě. Proč? Protože je to prvek
s hodnotou nejbližš́ı vyhazovanému (a ještě k tomu
s př́ıjemnými vlastnostmi).



Vyváženost

Udržovat strom vyvážený je těžké, proto se spokoj́ıme s něč́ım
hořśım.

AVL-strom je binárńı vyhledávaćı strom, ve kterém se pro
každý vrchol hloubka jeho levého a pravého syna lǐśı nejvýš
o jedna.

AVL – Adelson-Velskij a Landis.

Operace member, insert a delete jako pro BVS, ale

po insert a delete uděláme vyvažovaćı operace.

Pro každý vrchol definujme hodnotu balance, která bude ḿıt
hodnotu 0 pokud jsou oba syny stejně hluboké,
1 pokud levý syn má hloubku o 1 menš́ı než pravý,
-1 pokud levý syn má hloubku o 1 větš́ı než pravý.



Zp̊usob údržby AVL-stromů – rotace

Problém začneme řešit tam, kde balance dosáhne BÚNO 2,

probereme jen dvě varianty, ostatńı jsou symetrické.

Strom se hrout́ı bud’to ”ke straně”(prohloubili jsme BÚNO
pravého vnuka pravého syna),

nebo ”dovniťr”(prohloubili jsme levého vnuka pravého syna).

V prvńım př́ıpadě nasad́ıme rotaci, ve druhém dvojrotaci.



Rotace
Strom se hrout́ı ”ke straně”.
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Dvojrotace
Strom se hrout́ı ”dovniťr”.
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Analýza a poznámky
rotace, dvojrotace, hloubky

Při přidáńı prvku stač́ı jedna rotace (resp. dvojrotace).

Při ub́ıráńı prvku můžeme poťrebovat kaskádu rotaćı, tedy
testy muśıme spouštět od ḿısta, kde nastala porucha, až ke
kǒreni.

Velikost (počet prvk̊u) stromu hloubky n:

Hloubka synů se lǐśı nejvýš o jedna, tedy:
T (n) ≥ T (n − 1) + T (n − 2),

tedy počet prvk̊u jsou alespoň Fibonacciho č́ısla (tedy
exponenciálńı v n),

tedy hloubka AVL-stromu je logaritmická oproti počtu prvk̊u



Červeno-černé stromy

Jiná metoda jak udržet strom dostatečně košatý.

Každému vrcholu přiděĺıme červenou nebo černou barvu.

Červené vrcholy nesměj́ı být dva za sebou,

černých muśı být na cestách z každého vrcholu do všech jeho
list̊u stejně.

Tud́ıž jeden podstrom muśı ḿıt hloubku nejvýše dvakrát větš́ı
než druhý.

K údržbě se použ́ıvaj́ı rotace, dvojité rotace a přebarvováńı.

Pravidla jsou velmi komplikovaná.

Hloubka červeno-černého stromu je též logaritmická v̊uči
počtu vrchol̊u.



A-B Stromy
úplně jiný systém správy stromu

A-B-strom neńı binárńı, ale B-árńı (tedy každý vrchol má
nejvýš B synů)

V A-B-stromu je každý vrchol bud’to list, nebo kǒren, nebo
má alespoň A a nejvýše B synů. List, který neńı kǒren,
obsahuje aspoň A− 1 a nejvýše B − 1 hodnot.

Parametry A a B jsou přirozená č́ısla. Aby bylo možno
A-B-strom postavit, je ťreba, aby B ≥ 2A− 1.

V každém vrcholu je kĺıč vždy mezi dvěma pointery a stále
plat́ı vlastnost vyhledávaćıho stromu.

A-B-strom obhospodǎrujeme tak, že je-li vrchol přeplněný,
rozšt́ıpneme ho na dva a medián pošleme do otce.

T́ımto přesunem ”do otce”můžeme spustit kaskádu.



Vkládáńı a ub́ıráńı z A-B-stromu

A-B-strom je vyhledávaćı strom, tud́ıž poloha prvku je určena
hodnotami prvk̊u v rodič́ıch.

Při vkládáńı najdeme list, do kterého by prvek paťril. Pokud se
prvek vejde, přidáme ho. Pokud ne, vrchol rozděĺıme na dva a
medián převedeme do rodiče (jako pivot).

Štěpeńı může vyvolat kaskádu vedoućı až ke kǒreni (včetně).

Při rušeńı prvku problém převedeme na rušeńı listového
vrcholu (ekvivalent ”najdi nejlevěǰśı v pravém podstromě”).

Pokud vrchol začne být podkritický, bud’to si ”půjč́ıme”od
bratra, pokud je podkritický i bratr, vrcholy slouč́ıme (a
přidáme pivot z rodiče mezi nimi).



Analýza a poznámky

Všechny listy jsou ve stejné hloubce.

A-B-strom ”obsahuje”vyvážený binárńı strom (tedy lze z něj
takový vybrat), proto je hloubka logaritmická v̊uči počtu
prvk̊u.
Přidáváme i ub́ıráme v logaritmickém čase.
Typický př́ıklad je 2-3 strom (každý vrchol obsahuje 1 nebo 2
prvky).

Nepř́ıjemná implementace (je ťreba prohledávat v́ıce prvk̊u ve
vrcholu, evidovat počty prvk̊u ve vrcholu).
A-B-stromy jsou prakticky často použ́ıvány.

Pokud je A = ⌊B+1

2
⌋, hovǒŕıme o B-stromech.

Existuj́ı r̊uzné modifikace (zvané B+ strom, B*, někdy na
listech uděláme spojový seznam, jindy posilujeme ”výměny se
sourozenci”). Prakticky jsou zaj́ımavé, teoreticky až tolik ne.



A-sort

A-sort: Tř́ıděńı pomoćı B-stromu s prstem.

Prst ukazuje na vrchol B-stromu, se kterým jsme pracovali
jako s posledńım.

Vkládat nezač́ınáme od kǒrene, ale od ”prstu”.

Dobré výsledky pokud je vstup předťŕıděný (nebubláme často
až do kǒrene).


