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Anotace

Aritmetické výrazy, notace a převody mezi nimi,

grafy a jejich reprezentace,

grafové algoritmy.
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(10 + 5) ∗ (15 − 4)/2 – tzv. infixńı notace (operátor je mezi
operandy),

/ ∗ + 10 5 − 15 4 2 – tzv. prefixńı notace (operátor je před
operandy),

/ (∗ (+ 10 5) (− 15 4)) 2 (uzávorkováńı pro větš́ı názornost),

10 5 + 15 4 − ∗ 2 / – postfixńı notace (operátor je za
operandy),

((10 5 +) (15 4 −) ∗) 2 / (uzávorkováno),

stromem: Ve vrcholu bud’to operátor (vrchol má dva syny)
nebo operand (č́ıslo, takový vrchol je listem).

Pozor, evaluace bude jen naznačena, na slidech bude
pseudokód, který je ťreba interpretovat s fantazíı!
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Aritmetické výrazy a r̊uzné notace

Výhody a nevýhody jednotlivých notaćı...

Lze všchny tyto notace (zápisy) vyhodnotit?

Lze mezi těmito notacemi převádět?

Ano a dokonce velmi snadno pomoćı stromového zápisu.
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Evaluace prefixńı notace

Rekurźı: function vyhodnot:integer;

begin

if (na vstupu je čı́slo) then

vyhodnot:=hodnota čı́sla na vstupu

else

begin operator:=na vstupu();

arg1:=vyhodnot;

arg2:=vyhodnot;

vyhodnot:=proved(operator,arg1,arg2);

end;

end;
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Strom z prefixńı notace

function pref strom:strom;

begin

if(na vstupu je čı́slo) then

pref strom:=list(hodnota na vstupu);

else

begin pom:=vrchol(operator);

pom.arg1:=vyhodnot;

pom.arg2:=vyhodnot;

vyhodnot:=pom;

end;

end;

funkce list vytvǒŕı list,
funkce vrchol vytvǒŕı vrchol stupně 2,
vrchol stupně 2 obsahuje prvky arg1 a arg2.
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Jak ze stromu vygenerovat všechny notace?

Rekurźıvně:

Prolezeme strom tak, že v jedné fázi vlezeme do levého syna,

v jedné fázi do pravého syna a v jedné fázi vyṕı̌seme údaj
o operátoru.

Všechny ťri notace źıskáme správným uspǒrádáńım těchto ťŕı
fáźı.

Do pravého syna půjdeme vždy až po návštěvě levého syna,
lǐsit se tedy bude jen okamžik výpisu údaj̊u!
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Generováńı prefixńı notace

procedure gen pref(v:vrchol);

begin

if(list(v)) then

vypis(v);

else

begin vypis(v);

gen pref(v.arg1);

gen pref(v.arg2);

end;

end;

Funkce vypis vyṕı̌se operátor resp. č́ıslo.
funkce list zjist́ı, zda je současný vrchol list.
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Generováńı postfixńı notace

procedure gen post(v:vrchol);

begin

if(list(v)) then

vypis(v);

else

begin gen post(v.arg1);

gen post(v.arg2);

vypis(v);

end;

end;

Funkce vypis vyṕı̌se operátor resp. č́ıslo.
funkce list zjist́ı, zda je současný vrchol list.
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Generováńı infixńı notace
skoro správně

procedure gen post(v:vrchol);

begin

if(list(v)) then

vypis(v);

else

begin gen post(v.arg1);

vypis(v);

gen post(v.arg2);

end;

end;

Funkce vypis vyṕı̌se operátor resp. č́ıslo.
funkce list zjist́ı, zda je současný vrchol list.
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Generováńı infixńı notace
správně leč ošklivě

procedure gen post(v:vrchol);

begin

if(list(v)) then

vypis(v);

else

begin write(’(’);

gen post(v.arg1);

vypis(v);

gen post(v.arg2);

write(’)’);

end;

end;
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K vyhodnoceńı postfixńı notace

Opakováńı:
Zásobńık je datová struktura osazená operacemi:

push – přidej na konec zásobńıku,

pop – uber z konce zásobńıku,

tedy kdo později přijde, ten je dř́ıve odejit.
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Evaluace postfixńı notace

function eval post:integer;

begin

while not eof do

begin if (na vstupu cislo) then

push(cislo);

if (na vstupu operator) then

begin arg2:=pop;

arg1:=pop;

push(operator(arg1,arg2));

end;

end;

writeln(pop);{Výsledek je na vrchu zásobnı́ku}
end;



Aritmetické výrazy Reprezentace Definice Vlastnosti graf̊u Algoritmy

Strom z postfixńı notace

function strom post:vrchol;

begin

while not eof do

begin if (na vstupu cislo) then

push(list(cislo));

if (na vstupu operator) then

begin pom:=vrchol(operator);

pom.arg2:=pop;

pom.arg1:=pop;

push(pom);

end;

end;

strom post:=pop;{Výsledek na vrchu zásobnı́ku}
end;
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Evaluace stromu
je snad jasná, ale přesto:

function eval tree(v:vrchol);

begin

if(list(v)) then

eval tree:=value(v)

else

begin arg1:=eval tree(v.arg1);

arg2:=eval tree(v.arg2);

op:=operator(v);

eval tree:=op(arg1,arg2);

end;

end;
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Evaluace infixńı notace
aneb Masakr u katova stromu

Jedna možnost je naj́ıt operátor, který se provede jako
posledńı,
výraz podle něj rozdělit, zavolat se na každou část zvlášt’ a
nakonec provést operátor.
Výhoda: Po rozmyšleńı, jak naj́ıt posledńı operátor snadno
implementovatelné.
Nevýhoda: Neustále traverzujeme výrazem a hledáme
operátory.
Jak ťreba lze naj́ıt posledńı provedený operátor:

1 Najdi posledńı operátor sč́ıtáńı nebo odč́ıtáńı mimo závorky,
2 pokud nebyl nalezen, hledej posledńı operátor násobeńı mimo

závorky,
3 pokud koukáme na samotné č́ıslo, vyhodnot’ ho,
4 jinak oloupej závorky,
5 V p̌ŕıpadech 1, 2 a 4 se rekurźıvně zavolej.

Lze řešit pomoćı gramatiky: Rozmyslete si funkce, které
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Obsahuje kombinačńı č́ısla,
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Obsahuje kombinačńı č́ısla,
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Pascal̊uv trojúhelńık rekurźıvńı řešeńı

Źıskali jsme rekurenci
(

n

k

)

=
(

n−1
k−1

)

+
(

n−1
k

)

,

z této snadno sestroj́ıme rekurźıvńı program:

function kombin(n,k:integer):longint;

begin

if (k=0) or (k=n) then kombin:=1;

else kombin:=kombin(n-1,k-1)+kombin(n-1,k);

end;

begin

kombin(100,50);

end.

Mále stejný problém, pǒrád poč́ıtáme to samé mockrát.
Opět přidáme cache na výsledky.
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Pascal̊uv trojúhelńık

const MAX=100;

var cache:array[0..MAX,0..MAX] of longint;

function kom(n,k:integer):longint;

begin

if cache[n,k]=0 then

begin if (k=0) or (k=n) then cache[n,k]:=1

else cache[n,k]:=kom(n-1,k-1)+kom(n-1,k);

end;

kom:=cache[n,k];

end;

var n,k:integer;

begin

read(n,k);

writeln(kom(n,k));

end.
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Definice grafu

Definition

Grafem nazveme uspǒrádanou dvojici G = (V ,E ), kde V nazveme
množinou vrchol̊u a E ⊆

(

V

2

)

nazveme množinou hran.

Osnova: vyhody a nevyhody reprezentaci. Definice sledu, tahu,
cesty kruznice, strom, souvislost, test, zda je graf strom.
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žrejmě i vybrané algoritmy. A algoritmy jsou typicky určeny
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Definice je pěkná, ale při programováńı nám nepomůže.
Podb́ıźı se otázka:
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Definice grafu

Definition

Grafem nazveme uspǒrádanou dvojici G = (V ,E ), kde V nazveme
množinou vrchol̊u a E ⊆

(

V

2

)

nazveme množinou hran.

Definition

Uspǒrádanou dvojici G = (V ,E ) nazveme orientovaným grafem
s množinou vrchol̊u V a množinou hran E , jestliže E ⊆ V × V .

O grafech jste se učili na Diskrétńı matematice, měli jste
žrejmě i vybrané algoritmy. A algoritmy jsou typicky určeny
k naprogramováńı.
Definice je pěkná, ale při programováńı nám nepomůže.
Podb́ıźı se otázka:
Jak graf reprezentovat při programováńı?

Osnova: vyhody a nevyhody reprezentaci. Definice sledu, tahu,
cesty kruznice, strom, souvislost, test, zda je graf strom.
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Z diskrétńı matematiky znáte:
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Reprezentace

Z diskrétńı matematiky znáte:

Matici sousednosti AG

– je čtvercová matice obsahuj́ıćı nuly a jedničky, jej́ıž řádky
a sloupce jsou indexovány vrcholy. Jednička odpov́ıdá tomu,
že mezi dotyčnými vrcholy hrana vede, nula znamená, že
hrana nevede.
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Reprezentace

Z diskrétńı matematiky znáte:

Matici sousednosti AG

– je čtvercová matice obsahuj́ıćı nuly a jedničky, jej́ıž řádky
a sloupce jsou indexovány vrcholy. Jednička odpov́ıdá tomu,
že mezi dotyčnými vrcholy hrana vede, nula znamená, že
hrana nevede.

Matici incidence BG – řádky jsou indexovány vrcholy, sloupce
hranami, jednička na pozici BG [i , j] ř́ıká, že hrana j přiléhá
k vrcholu i .
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že mezi dotyčnými vrcholy hrana vede, nula znamená, že
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hranami, jednička na pozici BG [i , j] ř́ıká, že hrana j přiléhá
k vrcholu i .

Výhody a nevýhody?
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Reprezentace

Z diskrétńı matematiky znáte:

Matici sousednosti AG

– je čtvercová matice obsahuj́ıćı nuly a jedničky, jej́ıž řádky
a sloupce jsou indexovány vrcholy. Jednička odpov́ıdá tomu,
že mezi dotyčnými vrcholy hrana vede, nula znamená, že
hrana nevede.

Matici incidence BG – řádky jsou indexovány vrcholy, sloupce
hranami, jednička na pozici BG [i , j] ř́ıká, že hrana j přiléhá
k vrcholu i .

Výhody a nevýhody?

Jak mezi těmito reprezentacemi převádět?
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Převod AG na BG a zpět

snuluj(BG);

index hrany:=1;

for i:=1 to n do begin

for j:=i+1 to n do begin

if(AG [i , j]=1) then

begin

BG[i,index hrany]:=1;

BG[j,index hrany]:=1;

inc(index hrany);

end;

end;
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BG na AG

Bud’to podobnou analýzou matice incidence, nebo:
AG := BG × BG

T ;
for i:=1 to n do

AG [i , i ] := 0;

Důkaz.

Snadné cvičeńı z Kombinatoriky a graf̊u I.
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seznam hran, které z něj vedou.
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Výhody a nevýhody?
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Daľśı reprezentace graf̊u

Seznam vrchol̊u a k nim přilehlých hran:
Tedy udržujeme seznam vrchol̊u a ke každému vrcholu vedeme
seznam hran, které z něj vedou.
Jelikož zat́ım neuḿıte spojové seznamy, bylo by poťreba
nejsṕı̌se použ́ıt pole.

Funkce (proměnné) poťrebné (resp. postačuj́ıćı) pro práci s grafem:

najdi sousedy(v),
vrcholy,
hrany nebo hrana(u,v), to ale uḿıme zjistit pomoćı
vrcholy a najdi sousedy,
př́ıpadně daľśı (vaha vrcholu(v), vaha hrany(e)...).
Výhody a nevýhody?
Je-li graf orientovaný, muśıme reprezentaci modifikovat.
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Sledem délky k nazveme posloupnost hran tvaru
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Sled, tah, cesta, kružnice

Definition

Sledem délky k nazveme posloupnost hran tvaru
{v0, v1}, {v1, v2}, {v2, v3}, . . . , {vk−1, vk}.

Tahem nazveme sled, v němž se každá hrana vyskytne nejvýše
jednou.

Cestou nazveme tah (nebo sled), ve kterém se každý vrchol
vyskytuje nejvýše jednou (přesněji kde se každý vrchol
vyskytuje právě ve dvou po sobě jdoućıch hranách).
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Sled, tah, cesta, kružnice

Definition

Sledem délky k nazveme posloupnost hran tvaru
{v0, v1}, {v1, v2}, {v2, v3}, . . . , {vk−1, vk}.

Tahem nazveme sled, v němž se každá hrana vyskytne nejvýše
jednou.

Cestou nazveme tah (nebo sled), ve kterém se každý vrchol
vyskytuje nejvýše jednou (přesněji kde se každý vrchol
vyskytuje právě ve dvou po sobě jdoućıch hranách).

Tah nazveme kružnićı, pokud zač́ıná a konč́ı v tomtéž vrcholu
a pokud se v něm každý vrchol objev́ı právě jednou.
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Definition
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Souvislost, strom

Definition

Graf je souvislý, pokud se lze z každého jeho vrcholu dostat
do každého jiného (vrcholu).
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Souvislost, strom

Definition

Graf je souvislý, pokud se lze z každého jeho vrcholu dostat
do každého jiného (vrcholu).

Graf je strom, pokud je souvislý a neobsahuje kružnice.

Definice jsou pěkné, ale pomohou nám při programováńı?

Jak ově̌ŕıte, zda je graf souvislý?
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Souvislost, strom

Definition

Graf je souvislý, pokud se lze z každého jeho vrcholu dostat
do každého jiného (vrcholu).

Graf je strom, pokud je souvislý a neobsahuje kružnice.

Definice jsou pěkné, ale pomohou nám při programováńı?

Jak ově̌ŕıte, zda je graf souvislý?

Použijeme vhodné tvrzeńı.

Jak zjist́ıte, zda je graf strom?

Podobně.
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Souvislost grafu
Graf je souvislý právě když se lze z jednoho jeho vrcholu dostat do všech ostatńıch

for i in vrcholy do

nenavstiv(i); {jeste jsme nic nenavstivili}
i:=startovni vrchol;

fronta:={i};{na dosažitelné vrcholy}
while nonempty(fronta) do begin

navstiv(i);

fronta:=fronta+nenavstivene sousedy(i);

end;

souvisly:=true;

for i in vrcholy do begin

if nenavstiveny(i) then

souvisly:=false;
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pod́ıvá se na sousedy současného vrcholu.
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Složitost bude záviset na reprezentaci (jak rychle uḿıme naj́ıt
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máme-li matici incidence, složitost může být i Θ(mn2).
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Analýza algoritmu

for-cyklus proběhne nejvýš n-krát.

while-cyklus proběhne pro každý vrchol nejvýše jednou a
pod́ıvá se na sousedy současného vrcholu.

Složitost bude záviset na reprezentaci (jak rychle uḿıme naj́ıt
sousedy vrcholu).

Složitost bude Ω(m) (na každou hranu muśıme kouknout).

Pokud máme seznam hran u vrcholu, bude složitost O(m),

pokud máme matici sousednosti, bude složitost O(n2),

máme-li matici incidence, složitost může být i Θ(mn2).

Při vhodné reprezentaci je tedy složitost Θ(m + n).
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Poznámky

Použijeme-li frontu, jedná se o algoritmus vlny (prohledáváńı
do š́ırky) z jednoho vrcholu.
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do š́ırky) z jednoho vrcholu.
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Poznámky

Použijeme-li frontu, jedná se o algoritmus vlny (prohledáváńı
do š́ırky) z jednoho vrcholu.

Můžeme použ́ıt i zásobńık, v tom př́ıpadě se jedná o
prohledáváńı do hloubky

Výhody a nevýhody:

Při hledáńı do hloubky můžeme použ́ıt rekurzi a nemuśıme si
aktuálně pamatovat sousedy prohledávaného vrcholu.

Hledáńı do š́ı̌rky navšt́ıv́ı vrchol po nejkratš́ı cestě.
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Hledáńı kružnice
Graf má kružnici, pokud se při prohledáváńı grafu vrát́ıme do už navšt́ıveného vrcholu.

kruznice:=false; {zatim zadna}
for i in vrcholy do nenavstiv(i);
for i in vrcholy do

if nenavstiveny(i) then{nova komponenta}
begin fronta:={i};

while(nonempty(fronta)) do
begin prvni prvek vyrad z fronty a prirad do i;

if(navstiveny(i)) then
kruznice:=true;

else for j in sousedy(i) do
begin fronta:=fronta+{j};

smaz hranu({i,j});
end;

end; end;
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Strom

Budeme testovat, zda je graf souvislý a bez kružnic, tedy
použijeme oba předešlé algoritmy.
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použijeme oba předešlé algoritmy.

Anebo budeme testovat, zda je bez kružnic a má jen jednu
komponentu.
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Strom

Budeme testovat, zda je graf souvislý a bez kružnic, tedy
použijeme oba předešlé algoritmy.

Anebo budeme testovat, zda je bez kružnic a má jen jednu
komponentu.

Anebo otestujeme souvislost (či kružnice) a správný počet
hran.
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Nejkraťśı cesta

Hledáme-li v grafu nejkratš́ı cestu z vrcholu do vrcholu, zálež́ı na
reprezentaci:

Prolezeme graf do š́ı̌rky (máme-li seznam vrchol̊u a hran),

Theorem

V matici AG
k hodnota na pozici i , j určuje počet sled̊u délky k z

vrcholu i do vrcholu j .

Corollary

V matici (AG + I )k určuje hodnota na pozici i , j počet sled̊u délky

nejvýše k z i do j.
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Nejkraťśı cesta

Hledáme-li v grafu nejkratš́ı cestu z vrcholu do vrcholu, zálež́ı na
reprezentaci:

Prolezeme graf do š́ı̌rky (máme-li seznam vrchol̊u a hran),

mocńıme matici sousednosti, pokud máme maticovou
reprezentaci.

Theorem

V matici AG
k hodnota na pozici i , j určuje počet sled̊u délky k z

vrcholu i do vrcholu j .

Corollary

V matici (AG + I )k určuje hodnota na pozici i , j počet sled̊u délky

nejvýše k z i do j.
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Dijkstr̊uv algoritmus
Hledá nejkratš́ı cestu z daného vrcholu (do všech ostatńıch)

Vstup: Graf s nezáporně ohodnocenými hranami.

Udržujeme ”frontu”vrchol̊u seťŕıděnou podle dosud nejkratš́ı
cesty do nich.

Na začátku zinicializujeme vzdálenosti do všech vrchol̊u kromě
startovńıho nekonečnem (tedy dost vysokou hodnotou) a
vzdálenost do startu nulou.

Startovńı vrchol přidáme do ”fronty”dosažitelných vrchol̊u.

Vrchol, do kterého se dostaneme nejkratš́ı cestou z fronty
odstrańıme a pokuśıme se cestu jdoućı z něj rozš́ı̌rit do jeho
sousedů.

Toto opakuj, dokud je ”fronta”neprázdná.
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Rozš́ı̌reńı cesty

Rozš́ı̌reńı cesty vypadá tak, že pro vrchol v ve vzdálenosti d(v)
zkuśıme pro každou hranu {v ,w}, zda

d(w) > d(v) + delka({v ,w}).

Pokud ano, d(w) := d(v) + delka({v ,w}) a oprav pozici vrcholu
w ve ”frontě”.
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(protože mezi vrcholy ve frontě měl nejmenš́ı vzdálenost od
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Analýza
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který se v ńı už neobjev́ı
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Parciálńı správnosti pomůže invariant:
V každém kroku evidujeme nejkratš́ı cesty ze startu použ́ıvaj́ıćı
pouze vrcholy již odstraněné z ”fronty”.

Z invariantu plyne korektnost.

Jde jen o modifikovaný algoritmus vlny, tedy hledáńı do š́ı̌rky!

Složitost významně záviśı na reprezentaci grafu a na
reprezentaci ”fronty”!
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Poznámky
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...
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Daľśı grafové problémy/algoritmy

Minimálńı kostra, aneb jak natáhnout elektrické vedeńı?

Eulerovský graf, aneb lze všechny hrany grafu nakreslit jedńım
tahem (abychom žádnou hranou neprojeli dvakrát)?

Hamiltonskost, aneb kružnice, která navšt́ıv́ı všechny vrcholy
(každý právě jednou),

Klika, aneb maximálńı úplný podgraf,

Barevnost, aneb jaký je nejmenš́ı počet barev takový,
abychom mohli obarvit vrcholy grafu tak, že sousedńı vrcholy
nedostanou stejnou barvu?

Hranová barevnost, aneb jaký je nejmenš́ı počet barev takový,
abychom mohli obarvit hrany grafu tak, aby žádná dvojice
hran přiléhaj́ıćı ke společnému vrcholu neměla stejnou barvu?

...
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Konec

Děkuji za pozornost...
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