Anotace

m Strednik Il (alias Checkpoint Bravo)!! 6. 5. 2010

m programovani her,

m rozdél a panuj (poznamky).
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Teorie her

m Kombinatoricka hra je hrou dvou hraci. Stav hry je uréen
pozici néjakych predmétl. Vsechny zicastnéné predméty jsou
viditelné. Jde o tzv. hru s Gplnou informaci.

m Priklad: Nimm, Podivna hra, Dama, gachy, Halma, Mlyn,
Otravena cokolada. ..

m Kombinatorickymi hrami nejsou: Poker, Prsi, Marids, Black
Jack, zavody formuli...

m Zaméfime se na hraci ¢ast, ne na vstup a vystup.

U her predpokladame, Ze hraji rozumné se chovajici jedinci
(s motivaci vyhrat).



Shannonova véta

Theorem (Shannon)

Kazda kombinatoricka hra ma pro nékterého z hracu neprohravajici
strategii.

Dikaz.

Naznak: Budto plati, Ze si jeden z hrdéd mazZe vynutit zacykleni
hry (a tak neprohrat), nebo budeme zkoumat predikaty:

Existuje nas tah, ze pro kazdy tah protihrace existuje nas tah, ze
pro kazdy tah protihrace... protihrac prohraje.

Pro kazdy nas tah existuje tah protihrace, Ze pro kazdy nas tah...
my prohrajeme.

Formule jsou konecné, pocty tahi jsou také konecné, jsou to
vzdjemné negace a lze je algoritmicky rozhodnout. [




Shannonova véta

Theorem (Shannon)

Kazda kombinatoricka hra ma pro nékterého z hraci neprohravajici
strategii.

Corollary

Pokud je ve hre remiza vyloucena, jeden z hracl ma vyhravajici
strategii.



Graf hry

Ke h¥e (pfipadné jeji instanci) definujeme orientovany graf:
Vrcholy: Stavy hry,

Hrany: Moznosti prechodd mezi jednotlivymi stavy.

Priklad pro Nimm, kdy odebirame 1 nebo 2 sirky (na tabuli).

KaZzdému stavu mizeme priradit barvu fikajici, zda se odtud
vyhrava nebo prohrava.
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m Na hracim planu tvaru orientovaného grafu vyrazime
z urceného vrcholu. Tahdme jednim padesatnikem.

m Mame dojet do jednoho z cilovych vrcholl. Kdo dojede,
vyhraje.

m Graf hry madme pfimo zadany a jde jen o to, ktery vrchol
vyhrava.

m Podivnd hra: Graf hry si zakreslime na Sachovnici. Vrcholy
jsou polic¢ka, hrany vedou tudy, kudy mize figurka.

m Stadi fict, ze kterého vrcholu se vyhrava, prohrava, nebo zda
existuje cyklus, po kterém maji oba hraéi zajem bloudit (resp.
zda si nékdo z hracd muize bloudéni po této kruznici vynutit).
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m Mdame-li graf kone¢né hry, mizeme z néj postavit strom
odpovidajici hre.

m V tomto stromé nds zajima, zda existuje vétev, po které
pokud pojedeme, tak vyhrajeme.

m Tato vétev se pozna tak, Ze ve vsech synech jejiho koncového
vrcholu existuje vyhravajici cesta, tedy ...

m budto vyhrajeme v prvnim synu, nebo ve druhém synu, nebo
ve tretim. ..

m V k-tém synu vyhrajeme, jestlize protihrac prohraje v prvnim
synu a soucasné ve druhém synu a soucasné ve tfetim synu...
tohoto stavu.

m Prohraje tam, jestlize my (pro doty¢ny stav) umime vyhrat
budto v prvnim synu, nebo ve druhém, anebo ve tfetim. ..

m Podminky AND a OR se stale stfidaji, proto AND-OR strom.



Hry s ohodnocenim

Definition
Hra s ohodnocenim je takova hra, kdy cilové stavy jsou
ohodnoceny d&islem. Jeden hrac se pokousi vysledek maximalizovat,

druhy minimalizovat.

Definition
Hra s nulovym soucétem je takova hra, ve které zisk jednoho hrace
je roven ztrdté druhého hrace.



Neékteré hry

m Vylet s pfitelkyni do New Yorku: Chceme navstivit co
nejvice hostincl a technickych pamétihodnosti, pritelkyné
chce vidét co nejvice muzei a kadernictvi. Dohodnete se tudiz,
Ze se budete stfidat v rozhodovéni kam jit na jednotlivych
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m Vylet s pfitelkyni do New Yorku: Chceme navstivit co
nejvice hostincl a technickych pamétihodnosti, pritelkyné
chce vidét co nejvice muzei a kadernictvi. Dohodnete se tudiz,
Ze se budete stfidat v rozhodovéni kam jit na jednotlivych
krizovatkach.

m Traverzovani po matici: Prvni hra¢ méni sloupce, druhy
hra¢ méni sloupce. Za¢indme v prvnim radku, prvni hrac
vybere sloupec v prvnim fadku a hodnotu na jeho pozici
ziskava. Druhy hrac vybere Fadek a ziskava hodnotu z
vybraného radku ve sloupci vybraném prvnim hraéem. Takto
se stfidaji (pfedem znamou dobu).

m Spolecna otazka: Jak hrat?
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Algoritmus MINIMAX

m Algoritmus Ize pouzit pro hry s ohodnocenim.
m Postavime strom hry.
m Zacneme od koncovych vrchold.

m Hodnota podstromu je minimum resp. maximum z hodnot

synt (podle toho, zda hraje minimalizujici nebo maximalizujici
hrac).
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Algoritmus NEGAMAX

m Varianta algoritmu MINIMAX pro hry s nulovym soudtem:

—f(i) = min f(i).
e = g )

m Jde vlastné o totéz, je ovsem jednodussi na naprogramovani.
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m Obvykle se pokousime neprohledavat zbyte¢né viechno, pokud
najdeme jednu moznost vyhry, nemusime hledat i vSechny
ostatni.

m o-(-profezavani: Umime-li v néjakém synu S vyhrat aspon «a
a najdeme v nékterém ndasledujicim synu T, ze protihrac nas
umi dotlacit na méné, nema smysl vrchol T dale zkoumat.

m Pro opacny pripad se pouziva 3: Pokud nds nepfitel umi
zatlacit na nejvys 3 a v jiném synu mu uteCeme pres, nema
smysl ten druhy syn zkoumat ddle.
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Redlné hry

§achy, dama, halma, mlyn...

Miizeme postavit strom hry, ten je ale prilis velky.

Nasadime proto vselijaké heuristiky. Ty dosavadni ale stejné
daleko nevedou.

m Statickd ohodnocovaci funkce: Funkce, kterd se pokousi
odhadnout, zda je pozice perspektivni (dobrd) nebo ne.

m Prohleddvdme strom hry jen po néjakou dobu (do néjaké
hloubky). Na nalezené (neterminalni) pozice nasadime
statickou ohodnocovaci funkci.

U Sachil napriklad mizeme pocitat materidlni prevahu a body
za ohrozené figurky (Colossus na Atari kolem roku 1985).
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m Horizont stanovi, do jaké hloubky graf hry (zpravidla
realizovany stromem) prohledavéame.

m Statickd ohodnocovaci funkce nastoupi, pokud se dostaneme
na horizont.

m DalSiho zrychleni Ize (zkusit) dosdhnout tak, ze napfed
prohleddvdame perspektivni vrcholy (kde statickd ohodnocovaci
funkce dava lepsi vysledky).

m Jde ovSem jen o heuristiku, kterd nékdy funguje, jindy se
dostane do problému!
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Komentar k redlnym hram

m Typicky stavime strom hry. Graf stavime az v zavérecné fazi
hry, do té doby budujeme strom (a ignorujeme moznost, ze
nékteré stavy se uz vyskytly).

Heuristické algoritmy lze pojmout dvéma zpisoby:
Metoda, kterd se pokousi najit optimum co nejrychleji,

metoda, jak najit aspon néjaké (suboptimalni) reseni.

Zatim bylo to prvni. Jak pouZzit heuristiku k nalezeni
suboptimélniho feseni?
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a — 3 prorezavani jako heuristika

m Jsou dva mozné zpisoby:

m Metoda okénka: Stanovime krajni hodnoty v a 3 a vysledky
lezici mimo tento interval ofezeme.

m Kaskadni varianta — strom rozsifujeme po hladinach (protoze
pokud bychom ho stavéli prohledavanim do hloubky,
prozkoumame typicky nezajimavé vétve a zajimavé tahy nam
uniknou).
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J Theoen |

Pro kazdou kombinatorickou hru s nulovym souctem s konecnymi

strategiemi existuje hodnota V' a mixovand strategie pro kazdého
hrace takova, Ze:

m Pokud podle své strategie hraje druhy hrac, prvni hra¢ nemiize
vyhrat vice nez V.

m Pokud podle své strategie hraje prvni hrac, druhy hrac¢ nemize

| <z s | i



Nash equilibrium

Definition

Nashovou rovhovahou nazveme sadu mixovanych strategii (pro
kazdého hrace jednu) v koneénych hrach aspon dvou
nespolupracujicich hraci, kde zadny z hraca si nemize pomoci
tim, Ze strategii zméni.

Theorem (J. Nash)

Kazda hra n hracd, kde kazdy hrac ma konecné moznych strategii
existuji strategie urcujici Nashovu rovhovahu.
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Quicksort — ponauceni — metoda rozdél a panuj

m Rozdélenému nepriteli se [épe vladne.

m Rozdél a panuj rozdéli instanci na presné definované mensi
instance,

m vyresi kazdou zvlast a z jejich FeSeni zjisti feSeni plvodni
instance.

m Priklady: Rizeni podniku (feditel leteckych zavodti zpravidla
nefesi, jak pfinytovat zadni ¢ast kfidla),

m Priklady (algoritmické): Quicksort, binarni vyhledavani.
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Metody analyzy slozitosti problémi typu rozdél a panuj

Slozitost zpravidla ziskdme ve tvaru rekurentni formule
T(n)=T(m)+ T(m)+ ...+ T(ng)+ f(n).
My chceme rekurenci rozbit. Jedna z metod je indukce.
Priklad: T(n) = T(3) + k (binarni vyhledani)

Co kdyz v Quicksortu jako pivot vybereme median?

V tom pfipadé mame rekurenci: T(n) = 2T(3) + kn.

Nelze pouzit jinou metodu?



Master theorem (symetricka verze)

Je-liT(1)=caT(n)=a-T(2)+0O(n), kdea>1, b>1,
d > 0 a a, b prirozena cisla, potom plati:

m T(n) € ©(n?), pokud a < b?,

m T(n) € ©(n?log n), pokud a = b?

m a T(n) € ©(n'°8»?), pokud a > b?.



Master theorem — myslenka diikazu:

m Vypocet si predstavime " po hladinach” podle hloubky rekurze.
m Zjistime slozitost kazdé hladiny zvlast,

m zjistime, kterd bude trvat nejdéle,

m poscitdme.

m Hladin bude log, n, protoze cekame, az z n zbyde v

argumentu jen konstanta.

m Jaka je slozitost hladiny k?: a¥ - ().



m Kterd hladina bude trvat nejdéle?

m Prvni (pokud (bid)k < 1), coz je prvni pfipad.

m Nebo posledni (pokud (b—ad)k > 1), coz je treti pfipad.

m Nebo viechny stejné (pokud (bid)k = 1), coz je druhy pfipad.
m Slozitost je tedy sou¢tem geometrické posloupnosti!

m Kvocient této rady je mensi nez jedna, vétsi neZ jedna, nebo
pravé jedna.

m Je-li kvocient rizny od jedné, odhadneme soucet nejvéts§im z
¢lend, zbytek je konstanta.

m Je-li kvocient jedna, soucet je: hloubka krat slozitost libovolné
hladiny. A hloubka je log n.



Analyza master-theoremem:

m Bindrni vyhledani: T(n) = T(5) + ©(n°)

m druhy pfipad a=1,b=2,d =0,a = b9, tedy slozitost
bindrniho vyhledani je ©(log n).

m Quicksort obecn&: T(n) = T(n1) + T(n — n1) + O(nt).
Master theorem mlci!

m Quicksort vybereme-li za pivot median a umime-li median
vybrat s linearni sloZitosti: T(n) =2T(5) 4+ ©(n'). Jde opét o
druhy pfipad a=2,b=2,d = 1,a = b?, ziskdvame opét
sloZitost ©(nlog n).



Dalsi priklad — nasobeni matic:
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Dalsi priklad — nasobeni matic:

A1, A1 Bi1, B12 Ci1, G2
mA=[Axn,An |, B=|Bu,Bn |, C=1|GCi1,Cn

m cil:
Ci1 = AuBi1 + A12Ba;
Ci2 = A11B12 + A12B2
Co1 = A21Bi1 + A2 Bag
Co2 = A21B12 + A2 Bao.
m Trik: Definujeme matice My, ...M7, aby C31...Coo Slo vyjadfit
jako jejich soucet resp. rozdil.



Dalsi priklad — nasobeni matic:

Strassenuv algoritmus

m My = (A1 + A22)(B11 + B22),
Mo = (A21 + Ax)Bui,
Ms = A11(Bi2 — B22),
My = Az(Ba1 — Bri),
Ms = (A11 + A12)Boa,
Me = (A21 — A11)(B11 + Br2),
M7 = (A12 — A22)(Ba1 + B2).




Dalsi priklad — nasobeni matic:

Strassenuv algoritmus

m My = (A1 + A22)(B11 + B22),
Mo = (A21 + Ax)Bui,
Ms = A11(Bi2 — B22),
My = Az(Ba1 — Bri),
Ms = (A11 + A12)Boa,
Me = (A21 — A11)(B11 + Br2),
M7 = (A12 — A22)(Ba1 + B2).
m G =M+ My — Ms + My,
Ci2 = M3 + Ms,
Co1 = My + My,
Coo = My — My + M3 + M.



Dalsi priklad — nasobeni matic:

= Naivni algoritmus: T(n) = ©(n?).

m Strasseniiv algoritmus pouzije jen 7 ndsobeni matic o polovinu
mensich,

m rezie kazdé iterace je kvadratickd (viéi Sifce matice),

m rekurence tedy vychazi: T(n) =7T(3) + ©(n?).

m Jde 0 3. pfipad (a=7,b=2,d = 2,a > b9) a tedy slozitost
Strassenova algoritmu je: ©(n'°&27).

m Dokazujte toto indukci...



Konec

...dékuji za pozornost...

Otéazky?




