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m Predndska a cviéeni jedou dal (jako v zimé),
m hlavni témata:

E pointery,

m objekty,

m algoritmy
m Zkouska:

m Test na praci s pointery,

m napsani " programu” [oboje na papir],
m rozprava (o napsaném),

m teoretické otazky.
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Bylo v zimé&, konkrétné jsme si ukazovali algoritmy:

m bubblesort, shakesort, zatfidovani (insert-sort), pfimy vybér
(select-sort) — dulezité je znat algoritmy, neni nutné
pamatovat si presné prifazeni algoritmd k nazviim. Slozitost
téchto algoritmi je ©(n?).

Dile byl Quicksort s analyzou sloZitosti a vysvétlenim rlznych
voleb pivota (a dopady této volby na slozitost).

To ovsem zdaleka neni vse, dnes budou:
Heapsort (alias tfidéni haldou),

Mergesort (vulgo tfidéni slévanim),

Analyza sloZitosti problému t¥idéni porovnanim,
Algoritmy nestojici na porovnani,

Algoritmy "vnéjsiho” tridéni.
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Halda

Co je halda?

Definition

Halda je datova struktura osazena operacemi postav_haldu

a extract min, kde prvky jsou organizovany do stromu takového,
Ze hodnota obsazena v rodici je nejvys takova, jako hodnota v

synu.

Pozorovani: Minimum je v kofeni haldy.
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Halda pokr.

VétSinou pracujeme s binarnimi haldami a jesté k tomu tzv. leftest:

m Binarni halda je takova halda, Ze kazdy prvek ma nejvyse dva
potomky, navic vzdélenosti z kofene do listd se lisi (pro
jednotlivé listy) nejvyse o jedna.

m V souvislosti s binarni haldou mluvime pro kazdy prvek o
levém resp. pravém synu. Haldu si typicky predstavujeme
nakreslenu s ohledem na tuto levo-pravou "orientaci”.

m Binarni halda je leftest, jestlize existuje nejvySe jeden prvek x,
ktery ma pravé jednoho syna a to levého. Nalevo od x jsou
vSechny cesty z korene do listll o jedna del$i nez napravo od x.

m Technicky v leftest haldé pridame prvku x pravého syna
s hodnotou oo.
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Halda a jeji reprezentace

Binarni leftest haldu lze snadno reprezentovat v poli.
Potomky prvku na pozici i jsou na pozicich 2i a 2j + 1.

Rodi¢ prvku je na pozici Léj

halda je tedy velmi elegantni struktura, kterou se snadno
prochazi.

m T¥idéni haldou vypada tak, ze postavime haldu a n-krat
provedeme extract_min.

m Zbyva drobnost, impelementovat postav_haldu
a extract_min.
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Jak postavit haldu

Pozor, kreativni pseudokéd!

function zabublej(i:integer);
begin jeste:=true;
while (2xi<=n) and jeste do {pozor na 2i+ 1}
if (halda[2*i]<halda[i]) or
(halda[2*i+1]<hodnotal[i]) then
begin if(halda[2*i+1]<halda[2%i]) then
Jj:=2%i else j:=2%i+1;
pom:=haldal[il;
halda[i]:=haldal[j];
haldal[j] :=pom;{prohod obsahy}
i:=j;
end
else jeste:=false;
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Jak postavit haldu

m Haldu budeme stavét zdola nahoru!
m Do haldy uloz prislusné prvky a udélej:
m for i:=n div 2 downto 1 do
zabublej (i) ;
volani zabublej rozsifi vlastnost haldy (tedy nerovnosti
hodnot) i na prvek i.

Dukaz.

Indukci: Na zacatku plati na dolni drovni (n/2 az n).

Pokud plati od i + 1 do n, miZze dojit k chybé jen na pozici i.
Zabublani nahradi soucasny prvek tim mensim ze synd, chyba
"propadd” doll po jedné cesté (tedy je vZdy na jednom misté).
Tato chyba budto zanikne samovolné (test ve funkci zabublej),
nebo zanikne doputovanim do listu. []
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Analyza slozitosti

m Volame funkci zabublej, kterd vzdy v nejhorSim pripadé
propadne do listu.

m Jaka je vzdalenost do listu?

m Pro prvni polovinu (prochazenych) prvkd 1, dalsi ¢tvrtinu 2,
pro dalsi osminu 3..., tedy celkem pFehazujeme nejvyse:

Iogn_ logn log nlogn 2,+1
LEDONE _”Zj—”ZZ§_”Z
i=1 i=1 j=i
log n
Z 12—knkrat

| SC|tan| vyuziva jen soucet geometrické rady a trividlni odhady!

m Problém sestaveni haldy ma tedy sloZitost ©(n) (dolni odhad
je trividlni, na kazdy prvek musime aspon jednou sdhnout).
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Funkce extract_min

function extract min:integer;

begin extract min:=halda[1];
halda[1] :=halda[n];
n:=n-1;
zabublej (1) ;

end;

m Slozitost je O(log n),
m dikaz korektnosti je jedna iterace indukcniho kroku
korektnosti stavéni haldy, tedy:

m Porucha miize nastat jediné v kofeni. Funkce zabublej sune
poruchu dold (udrzuje ji na jednom misté) a nejpozdéji v listu
porucha zanikne.
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Algoritmus heapsort

Analyza slozitosti

m Napred postavime haldu s linearni slozitosti (R. Tarjan),
m pak n-krit odebereme minimum se slozitosti O(log n),
m celkem tedy je slozitost heapsortu O(nlog n).

m Vyhoda: Heapsort je rychly, nepouzivd misto navic, nedéla si
zbyteéné poznamky (co jesté setfidil a co uz ne), vystadi jen s
tdajem o velikosti haldy.
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Mergesort — tridéni slévanim

m Mame-li dvé setfidéné posloupnosti, k jejich setfidéni staci
tyto "slit”.

m Posloupnost délky 1 je vzdy setfidéna.

m Slitim dvou (setfidénych) posloupnosti délky k vznikne
setfidéna posloupnost délky 2k.

m Posloupnost délky n je setfidéna, pokud koukdme na jeji
setfidény "zacatek” délky n.
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Mergesort funkce merge

Pozor, kreativni pseudokéd!

procedure merge(a,b:posl; var kam:posl);
begin i:=1;j:=1;k:=1;
while(i<length(a)) or (j<length(b)) do
begin if (i=length(a)) then
begin kam[k]:=b[jl; inc(k); inc(j);
end else if(j=length(b))then DTTO...
else {oba seznamy neprazdne}
if(al[il<b[j]) then
begin c[k]:=al[il;
inc(k); inc(i);
end else begin
clk]:=b[j]; inc(k,j);
end;
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Mergesort — myslenka implementace

m Tridime posloupnost ¢ o délce n.

m if n > 1 then rozdel ¢ na a a b priblizné stejnych délek
m mergesort(a);

m mergesort(b);

]

merge(a,b,c);
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Mergesort — analyza slozitosti

m Predpoklddejme, Ze n je mocnina dvojky (jinak vstup nejvyse
zdvojnasobime faleSnymi hodnotami).

Kolikrat budeme délit vstupni pole [a tedy jak hluboka bude
rekurze]?

Kolikrat musime n vydélit dvojkou, abychom dostali jednicku?
log n-krat.

Jaka je slozitost samotného téla funkce mergesort?

Linedrni (v délce vstupu).

budeme jednotlivé hladiny rekurze analyzovat dohromady
(rezie kazdé hladiny rekurze bude linedrni).

Hladin rekurze je O(log n), tedy celkem je slozitost O(nlog n).

Bylo by téz mozno pouzit tzv. Master theorem, tento vypocet
je ale totozny s dikazem jedné jeho varianty (té s rovnosti).

Martin Pergel, perm@kam.mff . cuni.cz
Programovani Il



Mergesort — poznamky

m Vsimnéte si, ze Mergesort ma pro vSechny vstupy stejnou
sloZitost!

m Jde o Cistou vydestilovanou rekurzi, kdy zadna funkce vlastné
nic nedé€la, ale dohromady to funguje!

m Algoritmus pomérné kriticky vyzaduje misto navic!
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Tridéni porovnanim

z

m T¥idici algoritmy jsou Casto zalozené na porovnani.

m Nase algoritmy (zatim uvedené) jsou Siroce pouzitelné,
protoze nepotrebuji o tfidénych prvcich védét vic, nez ktery je
vétsi a ktery mensi.

m Takové nejsou vsechny tridici algoritmy!

m Zatim se ndm nepodafilo slozitosti tridicich algoritm( dostat
do o(nlog n). Jsme jen neschopni, nebo je za tim néjaky
prirodni zakon?

m Je za tim pfirodni zdkon.
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Algoritmy tridici porovnanim

Rekneme, ze tridici algoritmus je algoritmem t¥idéni porovnanim,
jestlize algoritmus kromé porovnani (dvou ¢isel) nevyuZziva zadné
jiné informace o Cislech.

m Napriklad algoritmus nesmi spoléhat na to, zda Cisla jsou celd,
kladna, iracionalni. ..

m Takovy algoritmus je vlastné schopen tridit cokoliv, na ¢em je
dobre definovano porovnani na vlastnost byti mensi nebo
roven.
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Algoritmy tridéni porovnanim — pokr.

m Pro Gcely dolniho odhadu slozitosti tfidéni porovnanim
budeme poditat za "krok” algoritmu jen a jen porovnani dvou
cisel.

m Ukdazeme tedy, ze jakykoliv korektni tfidici algoritmus musi pro
vstup délky n provést Q(nlog n) porovnani.

m Pozorovani: Algoritmus tfidéni porovnanim bézi pevné
(presné) definovanym zpiisobem, do chvile, kdy porovnd dvé
Cisla (tam se mize rozvétvit podle vysledku porovnani).
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Rozhodovaci strom

Rozhodovaci strom algoritmu A je strom, jehoz listy odpovidaji
jednotlivym moznym vysledkiim algoritmu A. Strom je organizovan
tak, ze vypocet algoritmu A zacdina v koreni a kazdé vétveni
smérem k listu odpovida néjakému rozhodnuti programu.

m Algoritmy tfidéni porovnanim se sméji rozhodovat jen na
zakladé porovnani.

m Vétveni v rozhodovacim stromé tudiz budou odpovidat
jednotlivym porovnanim.

m Uvéazime takovy algoritmus, ktery misto setfidéni oznami, jak
zapermutovat vstup, abychom ziskali setfidénou posloupnost
(jde evidentné o ekvivalentni problémy).
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Pouziti rozhodovacich stromu

m Slozitost algoritmu v nejhorsim pripadé odpovida maximalni
hloubce listu v prislusném rozhodovacim stromé.

m Chceme tedy ukdzat, Ze v rozhodovacim stromé jakéhokoliv
tfidiciho algoritmu existuje list v hloubce ©(nlog n).

m Pouzijeme standardni pocitaci argument, tedy ukdzeme, ze
ma-li mit strom dostatecny pocet listd (na setfidéni kazdé
posloupnosti), musi mit hloubku alespon 7 log n.

m Listd je tfeba aspon n!, jinak najdeme dvé rizné permutace
(Cisel 1...n), které algoritmus nechd zapermutovat stejné (a
tedy aspon jednu permutaci neset¥idi).

m Strom je binarni (kazdy vrchol ma nejvys dva syny), tudiz
hloubka stromu musi byt aspon log, n! > log, n? = 5 logy n.

m Odhad faktoridlu v Kapitolach z diskrétni matematiky.
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Tridéni porovndnim — poznamky

m Dolni odhad tfidéni porovnanim ukazuje slozitost ©(nlog n)
pro algoritmy Quicksort a Heapsort (pro Mergesort také, ale
tam jsme ji nahlédli snaze.

m Co kdyZ porovnani nevraci dvé hodnoty ale vice?

m Vétvime vzdy na konecné moZnosti, neudélame tedy
rozhodovaci strom binarni, ale k-arni a logaritmus jen zméni
zaklad, tedy se zméni multiplikativni konstanta.
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