Tézké problémy Il

boj s nimi

m Aproximacni algoritmy,
m online algoritmy,
m pravdépodobnostni algoritmy,

m heuristiky.



Minule bylo

m Definice tézkosti a Gplnosti,
m tfidy P a NP,
m ditkazy NP-dplnosti problémd KACHL a SAT (Cookova véta).
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m k-barevnost grafu (pro k > 3),

m knapsack (problém batohu),

m bin-packing (problém ladovani odpadu do kosi),

m vertex-cover (problém nalezeni co nejmensi mnoziny vrchold,
ve které ma kazda hrana aspon jeden konec).
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m Polopravda: Mezi tfidami P a NP neni zadna vlastni trida.

m Pravda: Mezi P a NP neni zadn3 vlastni tfida, pravé kdyz P =
NP. Jinak Ize mezi tfidy P a NP nastrkat nekone¢né mnoho
tfid (véta o hierarchii).

m Mytus: Trida NP obsahuje vSechny algoritmy.

m Pravda: Existuje dokonce nekoneéné dlouhy fetézec tfid (tedy
tfid, kdy nasledujici tfida obsahuje tfidu pfedchozi), které
vSechny obsahuji tfidu NP. Nevi se, jak je to s polynomialni
hierarchii (mame hierarchii TS poditajicich v polynomialnim
Case, kdy prvni ma jako oraculum NP-tézky problém, kazdy
nasledujici ma oraculum fresici problém pro stroj tézky pro
predchozi stroj). Neni zndmo, zda polynomidlni hierarchie
kolabuje, nebo ne.
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Ted uz pravda

m Pravda: Vydislitelnostni hierarchie nekolabuje.

m Diusledek tvrzeni: Halting-problem neni algoritmicky
rozhodnutelny.

m My se tedy pohybujeme ve velmi malé slozitostni tridé.
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Teoreticti informatici se nikdy nevzdavaji, zivé nas nikdo nedostane...

moznost: P- a NP-hypotéza (ukazat, ze P=NP).
moznost: Chceme néjaké feseni, ne optimalni (aproximacdni
algoritmy, aproxima¢ni schémata),

moznost: Chceme optimum asporn pro nékteré instance
v rozumném Case (pravdépodobnostni algoritmy Las Vegas),

moznost: Chceme aspon néjaky pokus o feseni, ale rychle
(pravdépodobnostni algoritmy Monte Carlo),

moznost: Chceme aspon pokus o feSeni nebo optimum
v nékterych pfipadech rozumné rychle (heuristiky).
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m Neni pfilis pravdépodobny,

m obecné se ale pro rizné problémy daji najit rizné obskurni
algoritmy.

m Priklad (vzdaleny): Quicksort m3 sloZitost v nejhor$im pfipadé
Q(n?), najdeme-li median v linedrnim &ase, mame sloZitost
©(nlog n).

m Nalezeni polynomidlniho algoritmu pro jakykoliv NP-tézky
problém tesi P- a NP-hypotézu.
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m Algoritmus nazveme k-aproximacni, pokud pro kazdou
instanci maximaliza¢niho problému s optimalnim fesenim
s hodnotou m nalezne FeSeni s hodnotou alesponn m/k, pro
minimalizaéni problém chceme hodnotu nejvys km.

m Aproximadni algoritmy typicky byvaji snadné (protoze jinak by
je nikdo nebyl schopny analyzovat).

m Priklady: Bin-packing (hladové), vertex-cover (z maximalniho
parovant).
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Aproximacni schémata

m Aproximacni algoritmus s parametrem « nazveme
polynomialnim aproximacnim schématem, pokud pro kazdy
parametr « tvori a-aproximacni algoritmus a pohlizime-li na «
jako na konstantu, algoritmus je polynomialni.

m Pokud je schéma polynomialni vié¢i ni 1 — «, resp. 1 — é
nazveme ho Gplnym polynomialnim aproximacnim schématem.

m Pro Knapsack existuje UPAS a vyuziva se vhodného
zaokrouhleni (viz algoritmus pro celodiselny knapsack z
prvniho roéniku).
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Pravdépodobnostni algoritmy

Vyuzivaji ndhodné veli¢iny (ndhodu je tézké ziskat).
Lze rozdélit do dvou rodin.

]
]
m Jedny jsou nepresné, druhé nemuseji vzdy kondit vcas.
m Monte Carlo (algoritmy rychlé, ale nepfesné):

]

Vypocet plochy (objemu) komplikovaného Gtvaru: Utvar
vepiseme do hyperkrychle spravné dimenze, generujeme prvky
z hyperkrychle vybrané z uniformniho rozdéleni a zjistujeme,
kolikrdt vygenerovany bod padl do Gtvaru a kolikrat ne.
Vyuzijeme zakon velkych Cisel a objem urcime jako podil poctu
bod( padlych dovnitf ku pocétu vSech vygenerovanych bod.



Monte Carlo

m MAX-CUT (maximalni fez v grafu): Rozdél vrcholy na dvé
hromadky ndhodné nezavisle uniformné. Kazda hrana vede
napri¢ s pravdépodobnosti 1/2, tedy v primérném pripadé je
algoritmus 2-aproximacni.
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m MAX-CUT (maximalni fez v grafu): Rozdél vrcholy na dvé
hromadky ndhodné nezavisle uniformné. Kazda hrana vede
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m E3-MAX-SAT (klauzule velikosti pravé 3, chceme co nejvice
klauzuli splnit). Generujeme ndhodna ohodnoceni, az najdeme
ohodnoceni s aspon 7/8 klauzuli splnénych, zastavime. Tento
algoritmus je 8/7-aproximacni!

m Tento algoritmus je jiz pomezni s metodou Las Vegas.
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m Tyto algoritmy sice odpovi vzdy spravné, ale ne vzdy rychle.

m Priklad: Testovani prvociselnosti pomoci Malé Fermatovy véty
(Cisla sloZzend typicky odhalime rychle, mize se nam ale dafit
generovat sama kvadratickd rezidua). Opakujeme, dokud
nevyzkousime vsechna disla.

m Damy (véze) a podobné figurky na Sachovnici:

m Zkousime prvky rozmistit nahodné. Pokud si ddme pozor,
abychom se nezacyklili, v nejhorSim pripadé vyzkousime
vSechny moznosti (spravné bude az ta posledni).

m SAT, KACHL: ZkouSime ndhodna ohodnoceni dokud
nenajdeme spravné.
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m RP — TPRPA, ktery vzdy kon&i v polynomialnim &ase a pokud
ma odpovédét "ne”, odpovi "ne" s pravdépodobnosti 1,
pokud ma odpovédét "ano”, odpovi spravné
s pravdépodobnosti aspori 1/2.

m Vsimnéte si, Ze misto 1/2 |ze pouzit jakoukoliv konstantu
(ostfe) mezi 0 a 1.

m co-RP — doplnék tridy RP.
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m RP N co-RP = ZPP.

m Dilkaz: Stridavé poustime RP a co-RP algoritmus, v kazdém
(po sobé jdoucim) paru krokid se dobereme spravné odpovédi
s pravdépodobnosti 1/2 (pravdépodobnost spravné odpovédi
tak konverguje k 1) a v primérném pripadé pouzijeme 2 pary
béh.

m BPP — TPRPA, ktery kon&i vidy v polynomialnim &ase
a odpovi spravné s pravdépodobnosti alespon 2/3.

m BPP algoritmus Ize navrhnout napfiklad pro testovani
prvocliselnosti podle Malé Fermatovy véty.

m Problémy téchto tfid se povazuji za relativné snadné.
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m Pokousime se zadtocit na strukturu problému viditelnou
¢lovéku, ale ne stroji.

m Neziidka vznikaji z pravdépodobnostnich algoritmi tzv.
derandomizaci.

m Priklad: MAX-CUT Ize derandomizovat hladové, tedy vrchol
dame do takové mnoziny, ve které z néj povede "napri¢" vétsi
pocet hran.
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Heuristiky I

Lokalni prohledavani se pokousi suboptimalni feseni zlepsit
lokalnimi modifikacemi (hleda tedy, kudy kandidat na Feseni
zlepsit).

Tabu-search — brani zacykleni tim, Ze si znamend, kudy jsme
prosli.

Simulované Zihani — zkousi (nékolik krokil) s nenulovou
pravdépodobnosti i horsi feseni (pokousi se vybfednout do jiné
familie resent).

Genetické algoritmy — pokousime se vyvinout evolué¢nim
zpusobem algoritmus, ktery bude uspokojivé fesit problém.
Pouziva se na problémy, o kterych nic nevime.
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a mouky. V jakém poméru ma suroviny michat?
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m Masna vyrabi salam, do kterého pfidava maso (100 K¢/kg),
vodu (0,1 K&/kg), mouku (5) a piliny (0,01). Chce dosdhnout
co nejvétsiho zisku, ovsem kvdli predpisim EU smi pilin dat
nejvyse tolik, co vody. Mouky nejvyse tolik, kolik masa a vody
dohromady. Vody smi byt nejvySe dvakrat tolik, kolik je masa
a mouky. V jakém poméru ma suroviny michat?

m LP se zabyva problémy, které jsme schopni popsat jako
soustavu linearnich nerovnic s konstantnimi koeficienty
a jednou (taktéz linedrni funkci s konstantnimi koeficienty)
ucelovou funkci (kterou budto minimalizujeme, nebo
maximalizujeme).



Linedrni programovani Il

m O slozitosti Glohy LP se dlouho nevédélo, jak je tézka.
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Linedrni programovani Il

m O slozitosti Glohy LP se dlouho nevédélo, jak je tézka.

m Casem se ukazala elipsoidova metoda, kterd je schopna
v polynomidlnim ¢ase (viéi délce zapisu viech koeficienti)
najit feseni libovolné blizko optimu.

m V praxi se vSak pouziva tzv. simplexovd metoda, ktera
polynomidlni byt nemusi (dokonce se mize i zacyklit), typicky
ale dobéhne rychleji, nez metoda elipsoidova.



