Tézké problémy

a boj s nimi

m Prevody problémi,

m tézkost a Gplnost,

m zplsoby naklddani s tézkymi (nebo nepfijemnymi) problémy.
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Tézkost problémi

vvv

Kdy fekneme, Ze problém A je tézsi nez problém B?
Mizeme pomérovat slozZitosti problémd, to je ale nepraktické,
protoze o mnoha problémech toho mnoho nevime.

Jiné napady?

Tézsi problém se poznd tak, ze z feseni néjaké jeho instance
jsme schopni zjistit (efektivné) Feseni leh&iho problému.
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Smysl a vyznam definice

Problém tridéni je tézky vaci problému nalezeni k-tého
nejmensiho prvku.

Problém nejdelsi cesty v grafu je tézky vici problému nalezeni
Hamiltonské cesty (cesty prochazejici vSemi vrcholy).

ProC zatim nemame definici?

Protoze neni jasné, co je to efektivné.

Je hledani nejkratsi cesty tézké vici testovani souvislosti
grafu?

Obvykle povolujeme tzv. polynomidlni transformace, tedy
smime se zeptat na polynomidlné mnoho instanci tézkého
problému a z jejich feSeni mame byt schopni v polynomialnim
Case zjistit reseni problému plvodniho.



Definice

Formalné tedy:

Definition

Existuje-li k, d takové, ze pro kazdou instanci problému B velikosti
n jsme schopni z fedeni nejvyée kn? instanci problému A jsme
schopni v &ase nejvyse kn? zjistit feSeni zadané instance problému
B, rekneme, ze problém B je tézky vici problému A pfi
polynomialnich transformacich.
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T¥idy problémi |

m Problémy ma smysl| zarazovat do tfid podle sloZitosti.

m T¥ida P je tfidou problémd, pro které jsme schopni

v polynomidlnim Case najit feSeni (pokud existuje). Omezime
se vSak na rozhodovaci problémy, kdy méame odpovédét, zda
FeSeni existuje nebo ne.

Ekvivalentné se tfida P definuje jako tfida jazyku
rozpoznatelnych v polynomidlnim ¢ase pomoci Turingovych
stroja.

Rikali jsme si, Ze TS ma vypocetni silu jakéhokoliv
programovaciho jazyka. Formalné bychom méli provést dikaz,
kdy jeden elementarni krok v programovacim jazyce
odsimulujeme na TS. Diltkaz udéla to, Ze preéteme veskera
data (zapamatujeme si ve stavu ta, kterd pouzijeme),
rozhodneme se, co se ma udélat a data zapiseme.
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m Ma-li algoritmus bézet v polynomidlnim case, pouzije
(celkové) nejvyse polynomidlni prostor. Pokud v kazdém kroku
tento prostor precteme (konstantné-krat), slozitost vypoctu
zlistava polynomialni.

m Tedy pro polynomialni algoritmus v programovacim jazyce
mame polynomialni algoritmus na TS.

m Viditelné kazdy jednotlivy problém tridy P je tézky vici vsem
ostatnim pfi polynomidlnich transformacich. Proc?

m Najdeme feSeni v polynomialnim Case bez ohledu na tézky
problém (neptdme se na Zadnou jeho instanci).

m O problému téZkém vici véem prvkim dané tfidy fekneme, ze
je t&2ky v dané t¥id&. Oznacime-li dotyCnou tfidu A,
nazyvame takovy problém A-tézkym.
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Trida NP

m Trida NP je tfidou problémd, u kterych jsme v polynomidlnim
Case schopni ovérit kandidata na reseni.

m Formalné: Trida NP je tfidou jazyk( rozpoznatelnych na
nedeterministickém Turingové stroji v polynomialnim case.

m Pozndmka: Omezeni se na rozhodovaci problémy neni Gjmou
na obecnosti, jelikoz miizeme FeSeni zkouset po ¢astech hadat
tak, Ze Cast zafixujeme a zeptame se na reSitelnost zbytku.

m Otazka: Existuje ve tfidé NP néjaky tézky problém (pfi
polynomidlni transformaci)?

m Odpovéd: Téch je. Dopliujici otdzka: Umime to dokazat?

m Vychloubaénd (ale pravdiva odpovéd): Ano.

m Népady (pro jaky problém téZzkost ukdzat)?
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Cil; Cookova véta

m Jako prvni dokazal NP-tézkost Steve Cook pro SAT.

m Dnes (na MFF) pouzivame problém KACHL (kachlovani
koupelny).

m Instance: Zed koupelny s pfedbarvenym okrajem, popis
dostupnych typi kachli (kachli kazdého typu je celkové dost).

m Otdzka: Lze zadanymi kachly vykachlovat zadanou zed?
Kachle maji predepsanou orientaci.
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TéZkost KACHLu

m Tvrzeni: Kazdy problém tfidy NP lze vyfesit v polynomialnim
Case z reSeni problému KACHL.

m Dikaz (ndznak): Simulujeme vypocet NTS. Predkresleny
strop simuluje vstup, predpokladame, ze stroj pred zastavenim
pasku smaze a hlavu nastavi na definované misto na pasce.
Predkreslend podlaha simuluje konec vypoctu, jedna fada
kachli simuluje jeden krok TS, predkreslené sousedni stény
hlidaji, aby hlava nevypadla z pasky. Z vykachlovani zjistime
pribéh vypoctu NTS. Tudiz KACHL je tézky v NP
(NP-té&zky).
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Tézkost SATu

m Stadi transformovat problém KACHL (protoZe slozeni
polynomidlnich transformaci je polynomidlni transformace).
Zavedeme jednu proménnou pro kazdy vzor kachlu a pro kazdé
misto v kachlované sténég, tedy ¢; ;  Fika, zda je na pozici
(7,j) kachl vzoru k a formulemi popiseme kachlovéni: Na
kazdém misté je aspon jeden kachl, na zddném misté nejsou
kachly dva a sousedi museji byt kompatibilni. Ze spliujiciho
ohodnoceni zjistim vykachlovani. Tudiz SAT je NP-tézky.

m Je-li problém P ve tfidé A a soulasné je A-tézky, rekneme, Ze
je A-tplny.

m SAT i KACHL jsou ve tfidé NP, jsou tudiz NP-(plné.
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Dalsi NP-tézké problémy

m k-barevnost grafu (pro k > 3),

m knapsack (problém batohu),

m bin-packing (problém ladovani odpadu do kosi),

m vertex-cover (problém nalezeni co nejmensi mnoziny vrchold,
aby kazdy vrchol byl ve vzdalenosti nejvys 1 od této mnoziny).



Co s tézkymi (prilis tézkymi) problémy?

Teoreticti informatici se nikdy nevzdavaji, zivé nas nikdo nedostane...

moznost: P- a NP-hypotéza (ukazat, ze P=NP).




Co s tézkymi (prilis tézkymi) problémy?

Teoreticti informatici se nikdy nevzdavaji, zivé nas nikdo nedostane...

moznost: P- a NP-hypotéza (ukazat, ze P=NP).

moznost: Chceme néjaké feseni, ne optimalni (aproximacdni
algoritmy, aproxima¢ni schémata),




Co s tézkymi (prilis tézkymi) problémy?

Teoreticti informatici se nikdy nevzdavaji, zivé nas nikdo nedostane...

moznost: P- a NP-hypotéza (ukazat, ze P=NP).
moznost: Chceme néjaké feseni, ne optimalni (aproximacdni
algoritmy, aproxima¢ni schémata),

moznost: Chceme optimum asporn pro nékteré instance
v rozumném Case (pravdépodobnostni algoritmy Las Vegas),




Co s tézkymi (prilis tézkymi) problémy?

Teoreticti informatici se nikdy nevzdavaji, zivé nas nikdo nedostane...

moznost: P- a NP-hypotéza (ukazat, ze P=NP).
moznost: Chceme néjaké feseni, ne optimalni (aproximacdni
algoritmy, aproxima¢ni schémata),

moznost: Chceme optimum asporn pro nékteré instance
v rozumném Case (pravdépodobnostni algoritmy Las Vegas),

moznost: Chceme aspon néjaky pokus o feseni, ale rychle
(pravdépodobnostni algoritmy Monte Carlo),



Co s tézkymi (prilis tézkymi) problémy?

Teoreticti informatici se nikdy nevzdavaji, zivé nas nikdo nedostane...

moznost: P- a NP-hypotéza (ukazat, ze P=NP).
moznost: Chceme néjaké feseni, ne optimalni (aproximacdni
algoritmy, aproxima¢ni schémata),

moznost: Chceme optimum asporn pro nékteré instance
v rozumném Case (pravdépodobnostni algoritmy Las Vegas),

moznost: Chceme aspon néjaky pokus o feseni, ale rychle
(pravdépodobnostni algoritmy Monte Carlo),

moznost: Chceme aspon pokus o feSeni nebo optimum
v nékterych pfipadech rozumné rychle (heuristiky).
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m Neni pfilis pravdépodobny,

m obecné se ale pro rizné problémy daji najit rizné obskurni
algoritmy,

m Priklad (vzdaleny): Quicksort m3 sloZitost v nejhor$im pfipadé
Q(n?), najdeme-li median v linedrnim &ase, mame sloZitost
©(nlog n).

m Nalezeni polynomidlniho algoritmu pro jakykoliv NP-tézky
problém tesi P- a NP-hypotézu.
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m Algoritmus nazveme k-aproximacni, pokud pro kazdou
instanci maximaliza¢niho problému s optimalnim fesenim
s hodnotou m nalezne FeSeni s hodnotou alesponn m/k, pro
minimalizaéni problém chceme vahu nejvys km.

m Aproximadni algoritmy typicky byvaji snadné (protoze jinak by
je nikdo nebyl schopny analyzovat).

m Priklady: Bin-packing (hladové), vertex-cover (z maximalniho
parovani vezmi oba konce).
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Aproximacni schémata

m Aproximacni algoritmus s parametrem « nazveme
polynomialnim aproximacnim schématem, pokud pro kazdy
parametr « tvori a-aproximacni algoritmus a pohlizime-li na «
jako na konstantu, algoritmus je polynomialni.

m Pokud je schéma polynomialni vaci n i «, nazveme ho Gplnym
polynomialnim aproximacnim schématem.

m Pro Knapsack existuje UPAS a vyuziva se vhodného
zaokrouhleni (viz algoritmus pro celodiselny knapsack z
prvniho roéniku).
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Pravdépodobnostni algoritmy

Vyuzivaji ndhodné veli¢iny (ndhodu je tézké ziskat).
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Pravdépodobnostni algoritmy

Vyuzivaji ndhodné veli¢iny (ndhodu je tézké ziskat).
Lze rozdélit do dvou rodin.

]
]
m Jedny jsou nepresné, druhé nemuseji vzdy kondit vcas.
m Monte Carlo (algoritmy rychlé, ale nepfesné):

]

Vypocet plochy (objemu) komplikovaného Gtvaru: Utvar
vepiseme do hyperkrychle spravné dimenze, generujeme prvky
z hyperkrychle vybrané z uniformniho rozdéleni a zjistujeme,
kolikrdt vygenerovany bod padl do Gtvaru a kolikrat ne.
Vyuzijeme zakon velkych Cisel a objem urcime jako podil poctu
bod( padlych dovnitf ku pocétu vSech vygenerovanych bod.
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m MAX-CUT (maximalni fez v grafu): Rozdél vrcholy na dvé
hromadky ndhodné nezavisle uniformné. Kazda hrana vede
napri¢ s pravdépodobnosti 1/2, tedy v primérném pripadé je
algoritmus 2-aproximacni.

m E3-MAX-SAT (klauzule velikosti pravé 3, chceme co nejvice
klauzuli splnit). Generujeme ndhodna ohodnoceni, az najdeme
ohodnoceni s aspon 7/8 klauzuli splnénych, zastavime. Tento
algoritmus je 8/7-aproximacni!

m Tento algoritmus je jiz pomezni s metodou Las Vegas.
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m Tyto algoritmy sice odpovi vzdy sprdvné, ale ne vzdy rychle.
m Priklad: Testovani prvociselnosti pomoci Malé Fermatovy véty

(&isla slozend typicky odhalime rychle, mize se ndm ale dafit
generovat sama kvadratickd rezidua).

m Damy (véze) a podobné figurky na Sachovnici:
m Zkousime prvky rozmistit nahodné. Pokud si dame pozor,

abychom se nezacyklili, v nejhorSim pripadé vyzkousime
vSechny moznosti (spravné bude az ta posledni).

m SAT, KACHL: Zkoudime ndhodn3a ohodnoceni dokud
nenajdeme spravné.
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Heuristiky

m Pokousime se zadtodit na strukturu problému viditelnou
¢lovéku, ale ne stroji.

m Nezfidka vznikaji z pravdépodobnostnich algoritm tzv.
derandomizaci.

m Priklad: MAX-CUT Ize derandomizovat hladové, tedy vrchol
dame do takové mnoziny, ve které z néj povede "napfi¢” vétsi
pocet hran.

m Lokalni prohledavani, tabu-search a simulované zihani,
genetické algoritmy.



