Anotace

m Informace o testu,

m grafy a jejich reprezentace,

m grafové algoritmy.




Definice grafu

Grafem nazveme usporadanou dvojici G = (V/, E), kde V nazveme
mnozinou vrcholti a E C (‘2/) nazveme mnozinou hran.

Definition

Usporddanou dvojici G = (V, E) nazveme orientovanym grafem
s mnozinou vrcholl V' a mnozinou hran E, jestlize E C V x V.

m O grafech jste se udili na Diskrétni matematice, méli jste
zfejmé i vybrané algoritmy. A algoritmy jsou typicky uréeny
k naprogramovdni.

m Definice je péknd, ale pfi programovani ndm nepomdze.
Podbizi se otdzka:

m Jak graf reprezentovat pfi programovani?



Reprezentace

Reprezentace

Z diskrétni matematiky znate:

m Matici sousednosti Ag

— je Ctvercova matice obsahujici nuly a jednicky, jejiz radky
a sloupce jsou indexovany vrcholy. Jedni¢ka odpovidd tomu,
ze mezi doty¢nymi vrcholy hrana vede, nula znamen3, Ze
hrana nevede.

m Matici incidence Bg — radky jsou indexovény vrcholy, sloupce
hranami, jedni¢ka na pozici Bg[i, /] fikd, Ze hrana j pfiléhd
k vrcholu .

m Vyhody a nevyhody?

m Jak mezi témito reprezentacemi prevadét?



Reprezentace

Prevod Ag na Bg a zpét

snuluj(Bg);
index_hrany:=1;
for i:=1 to n do begin
for j:=i+1l to n do begin
if (Ag[i,j]=1) then
begin
Bg[i,index hrany]:=1;
B [j,index hrany] :=1;
inc(index_hrany) ;
end;
end;



Reprezentace

BG na AG

Budto podobnou analyzou matice incidence, nebo:
AG = BG X BGT;
for i:=1 to n do

Agli, il :=0;

Dikaz.
Snadné cviceni z Kombinatoriky a grafi |. O]



Reprezentace

Dalsi reprezentace graft

m Seznam vrchold a k nim pfilehlych hran:

m Tedy udrzujeme seznam vrcholl a ke kazdému vrcholu vedeme
seznam hran, které z néj vedou.

m Jelikoz zatim neumite spojové seznamy, bylo by potreba
nejspiSe pouzit pole.

Funkce (proménné) potrebné (resp. postalujici) pro praci s grafem:

m najdi_sousedy(v),

m vrcholy,

m hrany nebo hrana(u,v), to ale umime zjistit pomoci
vrcholy a najdi_sousedy,

m pripadné dalsi (vaha vrcholu(v), vaha hrany(e)...).

m Vyhody a nevyhody?



Definice

Sled, tah, cesta, kruznice

m Sledem délky k nazveme posloupnost hran tvaru

{vo,vi}, {v1, va}, {v2, v}, .., {vk—1, vk}
m Tahem nazveme sled, v némz se kazda hrana vyskytne nejvyse
jednou.

m Cestou nazveme tah (nebo sled), ve kterém se kazdy vrchol
vyskytuje nejvyse jednou (presnéji kde se kazdy vrchol
vyskytuje pravé ve dvou po sobé jdoucich hranéch).

m Tah nazveme kruznici, pokud zacina a konci v tomtéz vrcholu
a pokud se v ném kazdy vrchol objevi pravé jednou.



Vlastnosti grafa

Souvislost, strom

m Graf je souvisly, pokud se Ize z kazdého jeho vrcholu dostat do
kazdého jiného (vrcholu).

m Graf je strom, pokud je souvisly a neobsahuje kruznice.

Definice jsou pékné, ale pomohou ndm pfi programovani?
Jak ovérite, zda je graf souvisly?

Pouzijeme vhodné tvrzeni.

Jak zjistite, zda je graf strom?

Podobné.



Algoritmy

Souvislost grafu

Graf je souvisly pravé kdyz se Ize z jednoho jeho vrcholu dostat do vSech ostatnich

for i in vrcholy do
nenavstiv(i); {jeste jsme nic nenavstivili}
i:=startovni_vrchol;
fronta:={i};{na dosazitelné vrcholy}
while nonempty(fronta) do begin
navstiv(i);
fronta:=fronta+nenavstivene_sousedy(i);
end;
souvisly:=true;
for i in vrcholy do begin
if nenavstiveny(i) then
souvisly:=false;



Algoritmy

Analyza algoritmu

m for-cyklus probéhne nejvys n-krat.
m while-cyklus probéhne pro kazdy vrchol nejvyse jednou a
podiva se na sousedy soucasného vrcholu.

m SloZitost bude zaviset na reprezentaci (jak rychle umime najit
sousedy vrcholu).

Slozitost bude Q(m) (na kazdou hranu musime kouknout).
Pokud mame seznam hran u vrcholu, bude slozitost O(m),
pokud mame matici sousednosti, bude sloZitost O(nz),

mame-li matici incidence, slozitost mize byt i ©(mn?).

P¥i vhodné reprezentaci je tedy slozitost ©(m + n).



Algoritmy

Poznamky

Pouzijeme-li frontu, jednd se o algoritmus viny (prohledavani
do 8irky) z jednoho vrcholu.

m Md{zeme pouzit i zasobnik, v tom pfipadé€ se jedna o
prohleddvani do hloubky

Vyhody a nevyhody:

P¥i hledani do hloubky mlzeme pouZit rekurzi a nemusime si
aktudlné pamatovat sousedy prohleddvaného vrcholu.

m Hledani do Sirky navstivi vrchol po nejkratsi cesté.



Algoritmy

Hledani kruznice

Graf ma kruznici, pokud se prfi prohledavani grafu vratime do uz navstiveného vrcholu.

kruznice:=false; {zatim zadna}
for i in vrcholy do nenavstiv(i);
for i in vrcholy do
if nenavstiveny(i) then{nova komponenta}
begin fronta:={i};
while(nonempty(fronta)) do
begin prvni prvek vyrad z fronty a prirad do i;
if(navstiveny(i)) then
kruznice:=true;
else for j in sousedy(i) do
begin fronta:=fronta+{j};
smaz_hranu({i,j});
end;

inil ini|



Algoritmy

m Budeme testovat, zda je graf souvisly a bez kruznic, tedy
pouZijeme oba predeslé algoritmy.

m Anebo budeme testovat, zda je bez kruznic a ma jen jednu
komponentu.

m Anebo otestujeme souvislost (¢i kruznice) a spravny podet
hran.



Algoritmy

Dijkstriv algoritmus

Hled3 nejkratsi cestu z daného vrcholu (do vSech ostatnich)

Vstup: Graf s nezaporné ohodnocenymi hranami.
m Udrzujeme "frontu” vrcholi setfidénou podle dosud nejkratsi
cesty do nich.

m Na zaddtku zinicializujeme vzdalenosti do vSech vrcholl kromé
startovniho nekone¢nem (tedy dost vysokou hodnotou) a
vzddlenost do startu nulou.

m Startovni vrchol pfiddme do "fronty” dosazitelnych vrchol(.

m Vrchol, do kterého se dostaneme nejkratsi cestou z fronty
odstranime a pokusime se cestu jdouci z néj rozsifit do jeho
sousedd.

m Toto opakuj, dokud je "fronta” neprazdna.



Algoritmy

Rozsireni cesty

RozSifeni cesty vypada tak, ze pro vrchol v ve vzdalenosti d(v)
zkusime pro kazdou hranu {v, w}, zda

d(w) > d(v) + delka({v, w}).

Pokud ano, d(w) := d(v) + delka({v,w}) a oprav pozici vrcholu
w ve "fronté".



Algoritmy

Analyza

m Algoritmus je popsan a dokdzan v mnoha knihach (a
skriptech), kupf. Kapitoly z diskrétni matematiky nebo
Algebraické algoritmy (Kulera, Nesetfil)...

m Konecnost: V kaZzdé iteraci odstranime z "fronty” jeden
vrchol, ktery se v ni uz neobjevi
(protoze mezi vrcholy ve fronté mél nejmensi vzdalenost od
startu a vzdalenosti jsou nezaporné).

m Parcidlni spravnosti pomf(ize invariant:

V kazdém kroku evidujeme nejkratsi cesty ze startu pouZzivajici
pouze vrcholy jiz odstranéné z "fronty” .

m Z invariantu plyne korektnost.

m Jde jen o modifikovany algoritmus viny, tedy hledani do Sirky!

m Slozitost vyznamné zavisi na reprezentaci grafu a na
reprezentaci " fronty” !



Algoritmy

Poznamky

m Pokud jde o graf neohodnoceny (délka vSech hran je 1),
potom se z Dijkstrova algoritmu stane obycejny algoritmus
viny.

m Aplikace grafovych algoritmil: Zde zacina teoreticka
informatika. :-)

m Priklady vyuziti grafovych algoritmu:

m Thesseus a Minotaurus,

m Kral (¢ jiné figurky) na Sachovnicich riznych tvart s riizné
pozakazovanymi policky,



Algoritmy

Dalsi grafové problémy/algoritmy

m Minimalni kostra, aneb jak natdhnout elektrické vedeni?

m Eulerovsky graf, aneb lIze vSechny hrany grafu nakreslit jednim
tahem (abychom zadnou hranou neprojeli dvakrat)?

m Hamiltonskost, aneb kruznice, ktera navstivi vSechny vrcholy
(kazdy pravé jednou),

m Klika, aneb maximalni Gplny podgraf,

m Barevnost, aneb jaky je nejmensi pocet barev takovy, abychom
mohli obarvit vrcholy grafu tak, ze sousedni vrcholy
nedostanou stejnou barvu?

m Hranova barevnost, aneb jaky je nejmensi pocet barev takovy,
abychom mohli obarvit hrany grafu tak, aby zadna dvojice
hran priléhajici ke spole¢nému vrcholu neméla stejnou barvu?



Dynamické programovani

Nasobeni matic

m Ndsobeni matic neni komutativni, ale je asociativni.

Mdme-li vyndsobit nékolik matic, nemizeme jejich poradi
ménit,

muzeme soucin vselijak zavorkovat.

RGzna uzavorkovani jsou riizné vyhodna.

Které z nich je to nejvyhodnéjsi?

Predpokladame, Ze mame abstraktni funkce zjistici ze
zadanych rozmér( slozitost soucinu matic spravnych tvar.



Dynamické programovani

Nasobeni matic

m Nékteré nasobeni provedeme jako posledni.

m To Glohu rozdéli na (nejvyse) dvé dalsi instance.

m V kazdé (mensi) instanci opét néjaké nasobeni provedeme
jako posledni.

m ldedlni podhoubi pro rekurzi!



Dynamické programovani

Nasobeni matic

m function slozitost(od,az_do:integer):longint;

m for i:=od to az_do-1 do begin

m  slozitost:=slozitost(od,i)+
slozitost(i+1,az_do)+samotne_nasobeni;

Opét budeme zbyte¢né nasobit stéle to samé.
Opét se toho zbavime stejné.



Dynamické programovani

Nasobeni matic

m function slozitost(od,az_do:integer):longint;

m if cache[od,az_do]=0 then

| for i:=od to az_do-1

L] cache[od,az_do]:=slozitost(od,i)+
slozitost(i+1,az_do)+samotne_nasobeni;

m slozitost:=cache[od,az_do];



Dynamické programovani

Nasobeni matic — pouceni

Tomuto rikdme dynamické programovani.
Zpravidla implementujeme pouze fazi vypliovani tabulky.
Na tom je neptijemné urdovat, odkud vypliovani zahdjit.

Neni tudiz Spatné navrhnout si aspon na podatku rekurzivni
reseni a az pak rekurzi "rozbit”:

m cache[od,az do] :=min{cache[od,i]+cache[i,az do]+
samotne nasobeni}

m coz staci udélat cyklem.



Dynamické programovani

Dékuji za pozornost...




	Úvod
	Reprezentace
	Definice
	Vlastnosti grafu
	Algoritmy
	Dynamické programování

