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Z diskrétni matematiky znate:

m Matici sousednosti Ag
— je &tvercova matice obsahujici nuly a jednicky, jejiz ¥adky
a sloupce jsou indexovdny vrcholy. Jedni¢ka odpovidd tomu,
Ze mezi dotyénymi vrcholy hrana vede, nula znamen3, Ze
hrana nevede.

m Matici incidence Bg — ¥adky jsou indexovany vrcholy, sloupce
hranami, jednitka na pozici Bg[i, /] ¥ikd, Ze hrana j p¥iléha
k vrcholu /.

m Vyhody a nevyhody?

m Jak mezi témito reprezentacemi prevddét?
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P¥evod Ag na Bg a zpét

snuluj(Bg);

index_hrany=0;

for(i=0;i<n;i++)
for(j=i+1;j<n;j++)
if (Ag[i,j]=1) then
{ Bg[i,index hranyl=1;

Bg[j,index hrany++]=1;

}
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BG na AG

Bud'to podobnou analyzou matice incidence, nebo:
AG = BG X BGT;
for(i=0;i<n;i++)

Agli, il :=0;

Diikaz.

Snadné cvieni z Kombinatoriky a grafi |. O
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m Seznam vrcholl a k nim pfFilehlych hran:

m Tedy udrzujeme seznam vrcholli a ke kaZzdému vrcholu vedeme
seznam hran, které z néj vedou.

m JelikoZ zatim neumite spojové seznamy, bylo by potfeba
nejspise pouZit pole.

Funkce (promé&nné) pottebné (resp. postalujici) pro praci s grafem:

m najdi_sousedy(v),

m vrcholy,

m hrany nebo hrana(u,v), to ale umime zjistit pomoci
vrcholy a najdi_sousedy,

m pfipadné daldi (vaha_vrcholu(v), vaha hrany(e)...).

m Vyhody a nevyhody?

m Je-li iraf orientovani| musime reirezentaci modifikovat.



Definice
°

Sled, tah, cesta, kruZnice




Definice
°

Sled, tah, cesta, kruZnice

m Sledem délky k nazveme posloupnost hran tvaru
{VO) V1}7 {Vl) V2}7 {V27 V3}7 ey {Vk—l) Vk}'




Definice
°

Sled, tah, cesta, kruZnice

m Sledem délky k nazveme posloupnost hran tvaru
{Vo, Vl}, {Vl, VQ}, {VQ, V3}, ey {Vk_]_, Vk}.

m Tahem nazveme sled, v némz se kazda hrana vyskytne nejvyse
jednou.




Definice
°

Sled, tah, cesta, kruZnice

m Sledem délky k nazveme posloupnost hran tvaru

{VO) V1}7 {Vl) V2}7 {V27 V3}7 ey {Vk—l) Vk}'
m Tahem nazveme sled, v némz se kazda hrana vyskytne nejvyse
jednou.

m Cestou nazveme tah (nebo sled), ve kterém se kazdy vrchol
vyskytuje nejvySe jednou (ptesn&ji kde se kaZdy vrchol
vyskytuje prévé€ ve dvou po sob& jdoucich hranach).



Definice Vlastnosti grafii
°
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m Sledem délky k nazveme posloupnost hran tvaru

{VO) V1}7 {Vl) V2}7 {V27 V3}7 ey {Vk—l) Vk}'
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m Tah nazveme kruZnici, pokud zacind a kon&i v tomtéz vrcholu
a pokud se v ném kaZdy vrchol objevi pravé jednou.
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°

Souvislost, strom

m Graf je souvisly, pokud se Ize z kazdého jeho vrcholu dostat
do kazdého jiného (vrcholu).

m Graf je strom, pokud je souvisly a neobsahuje kruznice.

Definice jsou pékné, ale pomohou nam p¥i programovani?
Jak ovéfite, zda je graf souvisly?

PouZijeme vhodné tvrzeni.

Jak zjistite, zda je graf strom?

Podobné.
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Souvislost grafu

Graf je souvisly pravé kdyz se lze z jednoho jeho vrcholu dostat do viech ostatnich

foreach(i in vrcholy)
nenavstiv(i); {jeste jsme nic nenavstivili}
i=startovni_vrchol;
fronta={i};{na dosazitelné vrcholy}
while (nonempty(fronta))
{ i=prvni_prvek(fronta) ;
navstiv(i);
fronta=fronta+nenavstivene sousedy(i);
}
foreach( i in vrcholy)
{ if (nenavstiveny(i))
return false;
}
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Analyza algoritmu

m for-cyklus prob&hne nejvys n-krat.
m while-cyklus prob&hne pro kaZdy vrchol nejvySe jednou a
podiva se na sousedy sou¢asného vrcholu.

m SloZitost bude zaviset na reprezentaci (jak rychle umime najit
sousedy vrcholu).

SloZitost bude (m) (na kaZdou hranu musime kouknout).
Pokud mdme seznam hran u vrcholu, bude sloZitost O(m),
pokud mame matici sousednosti, bude sloZitost O(n?),

mame-li matici incidence, sloZitost miize byt i ©(mn?).

P¥i vhodné reprezentaci je tedy sloZitost ©(m + n).
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Poznamky

PouZijeme-li frontu, jednd se o algoritmus viny (prohledavani
do 3irky) z jednoho vrcholu.

m MiZeme pouZit i zasobnik, v tom pFfipadé se jednd o
prohleddvani do hloubky

Vyhody a nevyhody:

P¥i hledani do hloubky miZeme pouZit rekurzi a nemusime si
aktudlné pamatovat sousedy prohledavaného vrcholu.

Hledani do $itky navstivi vrchol po nejkratsi cesté.



Algoritmy
000@0000000000000

Vysetfeni komponent souvislosti

m Naivni algoritmus: Najit komponentu a odstranit
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Vysetfeni komponent souvislosti

m Naivni algoritmus: Najit komponentu a odstranit
(komplikované a nepraktické).

m Lepsi algoritmus: Zatneme s prazdnym grafem a postupné
ptiddvame hrany.

m Na pocatku obarvime vrcholy kazdy jinou barvou
(reprezentujici prozatimni kandidaty na komponenty
souvislosti).

m Prochdzime hrany a pro kazdou se podivdme, zda vede uvnit¥
komponenty. Pokud ne, slu¢ komponenty (jednu p¥ebarvi na
barvu druhé).
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Hledani kruZnice

Graf ma kruznici, pokud se p¥i prohledavani grafu vratime do uZ navstiveného vrcholu.

foreach(i in vrcholy) nenavstiv(i);
foreach(i in vrcholy do
if(nenavstiveny(i))//nova komponenta
{ fronta={i};
while(nonempty(fronta))
{ prvni prvek vyrad z fronty a prirad do i;
if(navstiveny(i)) then
return true;
else foreach(j in sousedy(i))
{ fronta=fronta+{j};

smaz_hranu({ij});
Pl }
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m Budeme testovat, zda je graf souvisly a bez kruznic, tedy
pouZijeme oba predeslé algoritmy.
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m Budeme testovat, zda je graf souvisly a bez kruznic, tedy
pouZijeme oba predeslé algoritmy.

m Anebo budeme testovat, zda je bez kruZnic a ma jen jednu
komponentu.

m Anebo otestujeme souvislost (& kruZnice) a spravny polet
hran.
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Nejkratsi cesta

Hledame-li v grafu nejkratsi cestu z vrcholu do vrcholu, zaleZi na
reprezentaci:

m Prolezeme graf do 3itky (mame-li seznam vrchold a hran),

Theorem

V matici AcX hodnota na pozici i,j uréuje pocet sledii délky k z
vrcholu i do vrcholu .

Corollary

V matici (Ag + I)k uréuje hodnota na pozici i, pocet sledii délky
nejvyse k z i do j.
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Nejkratsi cesta

Hledame-li v grafu nejkratsi cestu z vrcholu do vrcholu, zaleZi na
reprezentaci:
m Prolezeme graf do 3itky (mame-li seznam vrchold a hran),
® mocnime matici sousednosti, pokud mame maticovou
reprezentaci.

V matici AcX hodnota na pozici i,j uréuje pocet sledii délky k z
vrcholu i do vrcholu .

Corollary

V matici (Ag + I)k uréuje hodnota na pozici i, pocet sledii délky
nejvyse k z i do j.
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Dijkstriiv algoritmus

Hleda nejkratsi cestu z daného vrcholu (do viech ostatnich)

Vstup: Graf s nezdporn& ohodnocenymi hranami.

m UdrZzujeme "frontu” vrcholl setfidénou podle dosud nejkratsi
cesty do nich.

m Na zadatku zinicializujeme vzdalenosti do v3ech vrcholii kromé&
startovniho nekonetnem (tedy dost vysokou hodnotou) a
vzddlenost do startu nulou.

m Startovni vrchol p¥iddme do " fronty” dosaZitelnych vrcholi.

m Vrchol, do kterého se dostaneme nejkratsi cestou z fronty
odstranime a pokusime se cestu jdouci z né&j rozsifit do jeho
sousedl.

m Toto opakuj, dokud je "fronta" neprazdna.
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Rozsiteni cesty

Rozsi¥eni cesty vypadd tak, Ze pro vrchol v ve vzdalenosti d(v)
zkusime pro kazdou hranu {v, w}, zda

d(w) > d(v) + delka({v, w}).

Pokud ano, d(w) := d(v) + delka({v,w}) a oprav pozici vrcholu
w ve "fronté”.
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Analyza

m Algoritmus je popsan a dokdzan v mnoha knihach (a
skriptech), kup¥. Kapitoly z diskrétni matematiky nebo
Algebraické algoritmy (KuZera, Nesetfil)...
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Analyza

m Algoritmus je popsan a dokdzan v mnoha knihach (a
skriptech), kup¥. Kapitoly z diskrétni matematiky nebo
Algebraické algoritmy (KuZera, Nesetfil)...

m Konecnost: V kazdé iteraci odstranime z "fronty” jeden vrchol,
ktery se v ni uz neobjevi
(protoZe mezi vrcholy ve front& mé&l nejmensi vzdalenost od
startu a vzddlenosti jsou nezdporné).

m Parcidlni spravnosti pomf{iZe invariant:

V kazdém kroku evidujeme nejkratsi cesty ze startu pouZivajici
pouze vrcholy jiZz odstranéné z "fronty" .

m Z invariantu plyne korektnost.

m Jde jen o modifikovany algoritmus viny, tedy hleddni do Sitky!

m SloZitost vyznamné zavisi na reprezentaci grafu a na

reprezentaci " fronty” !
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Poznamky

m Pokud jde o graf neohodnoceny (délka vZech hran je 1),
potom se z Dijkstrova algoritmu stane oby¢ejny algoritmus
viny.
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m Pokud jde o graf neohodnoceny (délka vZech hran je 1),
potom se z Dijkstrova algoritmu stane oby¢ejny algoritmus
viny.

m Aplikace grafovych algoritmi: Zde zacing teoretickd
informatika. :-)

m Ptiklady vyuZiti grafovych algoritmi:
m Thesseus a Minotaurus,
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Grafové-optimaliza¢ni problémy

m Jak grafy prohleddvat — také bylo (do 3itky a do hloubky),
nyni umite téZ implementovat.
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Grafové-optimaliza¢ni problémy

m Jak grafy prohleddvat — také bylo (do 3itky a do hloubky),
nyni umite téZ implementovat.

m Hledani nejkratsi cesty, minimalni kostra,

m topologické uspotradani, faktorovd mnozina (vy3etfovani
komponent).

m Modifikace problém: Maximalni kostra, nejdelsi cesta — ¢&im
se lig?
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Nejkratsi cesta

m Dijkstriiv algoritmus: Modifikované prohleddvani do $itky
(netvofime frontu nalezenych vrcholi, ale strukturu
organizujeme podle doby, kdy se do dotyéného vrcholu
dostaneme).
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Nejkratsi cesta

m Dijkstriiv algoritmus: Modifikované prohleddvani do $itky
(netvofime frontu nalezenych vrcholi, ale strukturu
organizujeme podle doby, kdy se do dotyéného vrcholu
dostaneme).

m Povsimnéte si, Ze se vlastné jednd o diskrétni simulaci
(rozlijeme vodu na graf a &ekdme, kdy voda dotete do
jednotlivych vrchol).

m Bellman-Fordiiv algoritmus: n — 1-krat zopakujeme:
Z kazdého vrcholu zkus " natdhnout” cestu po v3ech hrandch
z n&j vychdzejicich (tedy zlepsi pfipadnou nalezenou cestu).

m Algoritmus funguje i pfi zaporném ohodnoceni hran, nesmi ale
byt p¥itomna zdpornd kruznice (kruZnice zdporné délky).
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aneb all-pairs shortest paths
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aneb all-pairs shortest paths
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Tedy ji vybavime cachi v podobé tfirozmérného pole...
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Floyd — Warshalliv algoritmus

aneb all-pairs shortest paths

m Dalsi ptiklad dynamického programovani!
m Pro trojici (a, u, v), kde u, v jsou vrcholy a a p¥irozené &islo
pocitdme nejkratsi cestu z u do v o nejvySe a hranach.

m Postupujeme pro rostouci a (projdeme viechny mozné dvojice)
tak, Ze natahujeme cestu o jedna kratsi o " posledni”hranu.

Jako by vybizelo k rekurzi...
... jenze jako obvykle velmi neefektivni.
Tedy ji vybavime cachi v podobé tfirozmérného pole...

... a zjistime, Ze rekurzi viibec nepotfebujeme, Ze postadi Ctyfti
cykly v sobé...
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Floyd — Warshalliiv algoritmus pseudokéd

for(a=0;a<n=1;a++)
foreach(u in vrcholy)
foreach(v in vrcholy)
foreach(w in sousedi(v))
cache[a,u,v]=min(cache[a,u,v],cache[a-1,u,w]+
length(w,v));
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Minimalni kostra

Vstup: Graf s ohodnocenymi hranami
Cil: Kostra s minimdlni vahou.

Algoritmy: Kruskal, Boriivka, Jarnik, Prim.

Kruskaliiv: Set¥id hrany podle vahy, postupn& zkoudej
priddvat a koukej, zda jsme vytvofili kruznici (pokud ano,
hranu nepfidej, jinak pfidej).

m Borivkiv: Spojovani komponent souvislosti: Vyber hranu

s nejmensi vahou, kterd vychazi z dané komponenty a p¥ide;j.

m Jarnikiv (Primiv): P&tovani stromu: K dosud postavenému

v/

m Vsechny algoritmy poditaji to samé. Dikazy korektnosti budou

pristé
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Modifikace

Y/

Hledani nejt&Z8i kostry...

... zmé&n na kazdé hran& vahu z v; na —v;.

Hledani nejdelsi cesty...

... t&zké (NP-t&zké).

Pro¢? ProtoZe vime, kolik hran ma kostra, ale nevime, kolik
hran ma cesta.

m TudiZ i nalezeni nejkratsi cesty v (potencialn& zdporn&)
ohodnoceném grafu je t&zké (NP-t&zky problém):

m Sedi za nim schovana Hamiltonskost, tedy hledani cesty délky
n—1:
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