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Cviceni z Diskrétni matematiky 2. 10. 2020

Matematicka indukce
Dokazte: > 1 (2i — 1) = n?.

Indukce Budeme postupovat indukci. Pro n = 0 tvrzeni zjevné plati.
Nyni pfedpokladejme, ze plati pro vSechna ¢isla n = 0,1,2,...,k a
zkusme ho dokéazat pron =k + 1.

Musime tedy najit zpusob, jak vyraz Zf:ll(% — 1) zredukovat na
néjaky ,,mensi problém*, néco, co uz umime spocitat.

To je ovSem snadné: Zfill (20 —1) = (Zf:l(% - 1)) +2k+1) -
1. Nyni muzeme vyuzit nasi znalosti feSeni pro ,mensi ptipady*,
uvedend suma se tedy rovna: k? + 2k + 1 = (k+ 1)2. Vidime tedy, ze
tvrzeni musi platit pro vSechna k.

Graficky dukaz

Dokazte, ze kazdé kladné celé ¢islo je souc¢inem prvocisel.

Kladné celé ¢islo p > 1 je prvocislo, pokud plati ndsledujici: Zapiseme-li
p jako soucin dvou kladnych celyjch éisel p = a - b, tak b = p nebo a = p.
Pripomindme také, Ze 1 =[], 1.

Opét budeme postupovat indukci. Pro n = 1 tvrzeni plati. Bud tedy
n > 1. Pak bud n je néjaké prvocislo p, a je tedy souinem jednoho
prvocislo, totiz p samotného, nebo lze n zapsat jako a - b, kde b < p and
a < p. Dle indukéniho predpokladu a i b lze zapsat jako souéin prvocisel,
a tedy i a - b 1ze zapsat jak soucin prvocisel.

Indukci ted dokdZeme, Zze mame-li k aut, tak viechna maji stejnou barvu,
a tudiz vSechna auta maji stejnou barvu. Pro k = 1 tvrzeni zjevné plati.
Nyni uvazme k + 1 aut, dle indukéniho predpokladu méa prvnich £ aut
stejnou barvu, poslednich k aut stejnou barvu. Ale tato barva se musi
rovnat barvé auta v jejich pruniku. Tudiz vsech k 4+ 1 aut ma stejnou
barvu.

Kde je chyba?



2 Binomicka c¢isla
4. Pro realné ¢islo n a nezaporné celé ¢islo k definujeme
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Dokazte, ze (}) + (,1,) = ("+1).
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Jiny dikaz: Pokud je n pfirozené ¢islo, tak (Z) pocita pocet ruznych k-
prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny. Méame-li n+1 prvkovou mnozinu
A, vybereme nyni jeden jeji prvek . Nyni mame dva typy k+ 1 prvkovych
podmnozin A: mnoziny, které obsahuji z, téch je (Z) a mnoziny, které ne-
obsahuji x, téch je (kil)

, . ., . L 1 . . e .
Nynf{ si sta¢i uvédomit, ze (ZL) - (Z) - (kil) je polynom stupné nejvyse
k 4+ 1 a my jsme pravé ukazali, ze kazdé pfirozené cislo je jeho kofenem.

Tedy onen polynom musi byt nulovy a rovnost plati pro vSechna cisla.

3 Mnoziny

5. Jsou-li A, B,C mnoziny spliujici A x C = B x C, plati nutné A = B?
Pokud ne, najdéte protipiiklad.

A={1}, B={2}, C =0.
Je-li v8ak C' neprazdné, tak jiz nutné A = B.

6. Bud'te A, B, C mnoziny. Dokazte: A\ (BNC)=(A\ B)U(A\C).
Rovnost dvou mnozin dokazujeme tak, ze ukdzeme, ze kazdy prvek, ktery
lezi v prvni mnoziné, lezi i v mnoziné druhé. Poté ukazeme, ze kazdy prvek,
ktery lezi v druhé mnoziné, lezi i v mnoziné prvni.

Bud tedy = prvek v A\ (BNC). Takovy prvek z lezi v A a nelezi v BNC,
tedy bud nelez{ v B, (a je prvkem A\ B), nebo nelez{ v C (a je prvek
A\ O). Tudiz

A\ (BNC)C(A\B)U((A\(O).



Bud nyn{ 2 prvkem (A\ B)U(A\ C). Takovy prvek bud lez{ v A a nelezi
v B, nebo lezi v A a nelezi v C. Tedy x lezi v A a nelezi v B i C zaroven,
neboli x je prvkem A\ (BN C). Tudiz i

A\(BNC) D (A\B)U(A\CQ).

. Mame-li dvé mnoziny, A, B, jejich symetricka diference AAB je definovana
vztahem
AAB:=(AUB)\ (AN DB).

Zjistéte, které z nasledujicich vztahu plati, a které ne.

(a) AAB=(ANB)U(ANB)
(b) AAB = BAA

(¢c) (AAB)AC = AA(BAC)
(d) AA (BAA) A

e) AAA
f) AAD =

(
(
Volné priklady

. Bud b libovolné é&islo a k € N. Dokazte vzorec pro souéet geometrické fady

k Bl
Zbi: bt prob #1,
k+1

- prob=1.

. Dokazte, ze pro vSechna kladné celd ¢isla n plati 2™ > 2n.

. Dokazte, ze pro vSechna redlnd ¢isla x € [—1,400) a vSechna n € N plat{

(1+2)" > 1+ nz.

. Necht z je redlné &islo takové, ze :r—i—% je celé. Dokazte, ze pro kazdé n € N
icislo ™ + x% je celé.
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