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1. Skalarni soucin, norma

Dcv. 1.1 Na prostoru R? uvazujme skalarni soucin (z,y) = [2]5[y| 5, kde baze B ma tvar
B = {(1,1)7,(2,3)"}.
(a) Najdéte explicitni vyjadieni pro (z,y).
(b) Najdéte nenulovy vektor kolmy na x = (1,2)7.
Dcv. 1.2 Urcete, pro které vektory se Cauchy—Schwarzova nerovnost nabyde jako rovnost
a pro které jako ostra nerovnost? (sta¢i pro realnou verzi)
T

Dcv. 1.3 Bud a € R". Uréete maximalni hodnotu linearni funkce f(x) = a' 2 na jednot-
kovém kruhu {z € R" : ||z||, < 1} pro p-normy postupné s p € {1,2,00}.
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2. Ortonormalni systém a Gramova—Schmidtova
ortogonalizace

Dcv. 2.1 Bud z; = (1,1,0)" a 2o = (1,1,1)":

(a) ortogonalizujte vektory 1, xo,

(b) ortogonalizujte vektory v opacném poradi,

(c) najdéte projekci vektoru z = (0,1,1)” do podprostoru U = span{z,, zs}.
Jaké je vzdélenost x od U?

Dcv. 2.2 Bud A € R™*" a uvazujme zobrazeni f: x — Ax, Najdéte dvé rizné (nemajici
spole¢ny vektor ani v nasobku) ortogonalni baze R(A) pro

Dcv. 2.3 Pro skalarni soucin (z,y) = 2x1y; + T2y + T3y3 + £4y4 zortogonalizujte vektory
(1,0,1)7, (1,1,1)7.
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3. Ortogonalni doplnék a projekce

. 3.1 Najdéte ortogonalni doplnék k prostorim
(a) V={z e R®| zy + 29 + 223 = 0},
(b) U = span{(1,0,1,1)T,(1,1,1,0)"}.

. 3.2 Bud A € R™" 3 uvazujte dvé zobrazeni f: o — Az, g: y — ATy. Ukaite, Ze
pro libovolny podprostor U € R”™ plati

fU)CU = g(UY) C U

. 3.3 Najdéte matici projekce do

(a) U = span{(2,1,1)T}.

(b) do roviny soutfadnych os x1, x5 v prostoru R™.

. 3.4 Bud P matice projekce do U C R" a () matice projekce do V & U+. Ukaite,
7e PQ = 0.
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4. Ortogonalni matice

Dcv. 4.1 Ukazte, ze matice A € R™ " ortogonalni pravé tehdy, kdyz ||Az| = ||z| pro
vSechna x € R" (pfi eukleidovské normé).

Dcv. 4.2 Jsou-li A, B Householderovy matice, rozhodnéte, zda i

(o 5)

je Householderova matice.
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5. Determinanty — vypocet

Dcv. 5.1 Spocitejte determinanty:

(a) det(—4)
(b) det(—21,)
2 41
(c) |3 2 4
2 3 2
0 0 a b
c 000
(d) 0d 00
00 e f
0 0 1
1 0
(©
0 1 0 0
1 2 2 2
: e A0
Dcv. 5.2 Bud A € R™™ a B € R™". Dokazte, ze det 0o B)~= det(A) det(B).
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6. Determinanty — pouziti
Dcv. 6.1 Vyfeste Cramerovym pravidlem nasledujici soustavu dvou rovnic v Zs:

r+y=4,
2 + 4y = 4.

Dcv. 6.2 Pomoci adjungované matice urcete matici inverzni k matici

(¢ o
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7. Vlastni cisla — zaklady

Dcv. 7.1 Urcete charakteristicky polynom, spocitejte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni
vektory nésledujicich matic:

110
A:<_46 _13) B:G _21) C=1|110
000

Dcv. 7.2 Najdéte a € R tak, aby A = 3 bylo jedno z vlastnich ¢isel matice

0 —4 —4
4 9 a
-2 -3 0

Dcv. 7.3 Najdéte nejmensi ¢islo o € R takové, Ze matice A+ (51, je regularni pro vsechna
B> «a.

Dcv. 7.4 Matice A € R3*3 ma4 vlastni ¢isla \; = —1, Ay = 2, a A\3 = 5. Urcete stopu a
determinant matice (—A? + 5I3)7".
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8. Vlastni cisla — diagonalizovatelnost

Dcv. 8.1 Pievedte nasledujici matice do tvaru SDS™!, kde D je diagonalni a S je regu-

larni.
0 -3 -3
A=|-4 -1 7], B:(j _11>
6 12 12

V nasledujicich prikladech relace ~ znac¢i podobnost matic.
Dcv. 8.2 Rozhodnéte o platnosti nésledujicich implikaci:

(a) A~ B = A2~ B2,
(b) A2~ B? = A~ B.

Dcv. 8.3 Bud A € R™" diagonalizovatelna. Ukazte, ze A ~ AT.

Dcv. 8.4 Budte A, B € R™*"™ podobné. UkaZte, Ze maticova soustava AX — X B = 0 ma
feSeni X € R™*™,
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9. Vlastni c¢isla — Jordanova normalni forma a
symetrické matice

Dcv. 9.1 Urcete 55. mocninu nasledujici matice.

21 0
1 2 -1
11 1

Dcv. 9.2 UkaZte, 7ze rozklad B = QAQT, kde A je diagonalni a () ortogonalni, existuje
pouze pro symetrické matice.

Dcv. 9.3 Najdéte matici fadu 3, kterd ma jediny vlastni vektor v = (1,2, 3)T.
Dcv. 9.4 Matice C je antisymetricka pokud CT = —C'. Dokazte

(a) Vlastni ¢isla antisymetrické matice jsou ryze imaginarni.

(b) Pokud je matice D antisymetrické, pak I + D je regularni (kde I je jed-
notkova matice).
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10. Vlastni ¢isla — Markovovy Tetézce a metody vypoctu

10. Vlastni c¢isla — Markovovy retézce a metody

Dcv. 10.1

Dcv. 10.2

Dcv. 10.3

vypoctu

Pocasi v Matfyzakové se fidi nasledujicimi pravidly: Kazdy den je bud slu-
necno, nebo destivo. Pravdépodobnost, Ze sluneény den bude nasledovan dalsim
sluneénym dnem, je 80%. Pravdépodobnost, Ze destivy den bude néasledovan
dalsim destivym dnem je 40%.
S vyuzitim Markovovych fetézcii a souvisejicich metod linearni algebry vyteste
nasedujici otazky:

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze pozitii bude slune¢no, pokud dnes bylo des-

tivo?

(b) Jaké je limitni rozlozeni pravdépodonosti za delsi ¢asovy horizont?

Biolog pozoroval populaci broukt v ¢ase. Zjistil, ze kazdy brouk zZije 3 roky.

Ve

rok s pravdépodobnosti % Tteti rok d& kazdy brouk vzniknout 6 potomkim a
umfe.

(a) Charakterizujte (v¢etné konstrukce matice prechodu) populaci brouku
v 1.,2.,3. a 6. roce za predpokladu, Ze vychozi populace obsahovala 3000
brouku (v8ichni brouci jsou stejné staii a pravé se narodili).

(b) Jak se populace vyviji v ¢ase jedoucim do nekonecna? Zavisi tento vyvoj
na velikosti vychozi populace?

Urcete Gerschgorinovy disky pro matici

4 0 2
A=1[-28 2
0 2 —4

a rozhodnéte, zda ma matice A aspon jedno realné zaporné vlastni ¢islo.
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11. Positivné (semi-)definitni matice

Dcv. 11.1 U nasledujicich matic ur¢ete minimélné 2 zptsoby, zda jsou positivné (semi-

)definitni
4 1 -1 1 2 3
A=112 1], B=[2 2 4
-1 1 2 3 4 2

Vime, Ze jedna z nich positivné definitni neni. Zménte jeden jeji prvek tak, aby
positivné definitni bylo, pfipadné ukazte, Ze to nelze.

Dcv. 11.2 Urcete minimalné 2 zptisoby, zda je nésledujici matice fadu n positivni definitni

2 —1.0... 0
1

C=1o0 0

.

0 0 -1 2

Dcv. 11.3 Urcete vSechny matice D € R™*" takové, ze D i —D jsou positivné semidefi-
nitni.

Dcv. 11.4 Bud FE positivné semidefinitni a e;; = 0 pro jisté i. Ukazte, Ze i-ty radek a i-ty
sloupec matice E jsou nulové.
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12. Positivné definitni matice — Choleského rozklad

Dcv. 12.1 Spoctéte Choleského rozklad matice A a pouzijte ho k feSeni soustavy Az = b
pro vektor b = (8, —10, 30)T.

1 -1 4
A=1[-1 5 2
4 2 26

Dcv. 12.2 Pomoci Choleského rozkladu invertujte matici

1 2 —4
B=1|2 13 -8
-4 -8 20
Dcv. 12.3 Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim soudinem a ws,...,w, € V.

Gramova matice G € R™" je definovana jako G;; = (w;, w;). Ukazte:

(a) Pokud jsou vektory wy, ..., w, linearné nezavislé, pak G je positivné de-
finitni.

(b) rank(G) = dim(span{wy, ..., wy,}).
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13. Bilinearni formy

Dcv. 13.1 Zduvodnéte, pro¢ jsou néasledujici formy bilinearni a naleznéte jejich maticovou
reprezentaci:

(a) néasobeni realnych ¢isel,
(b) a: R? x R? — R danou a(z,y) = x1y1 + 272y + 3x2ys,

(c) b: ZY x Z — 7 danou b(x,y) = (Z le) . <Z jyj)
i=1 j=1

Dcv. 13.2 Uvazujte kvadratickou formu c¢: R?> — R danou pfedpisem
c(z) = o1 — 6x129 + 925,
Urcete jeji maticovou reprezentaci vici kanonické bazi a vici bazi

B={(12)". (L1},

Dcv. 13.3 Bud R™ ™ vektorovy prostor redlnych matic dimenze n x n. Definujme formu
d: R x R™™ — R predpisem d(A, B) = trace(ATB), kde trace(C) =

ZLI ¢;i je stopa matice. Ukazte, Ze d je bilinearni forma. Je d symetricka?

Dcv. 13.4 Necht f je bilinearni forma a déle A jeji maticova reprezentace vici néjaka
bézi B. Dokazte, nebo vyvratte, ze vlastni ¢isla matice A jsou nezavisla na
volbé baze B.
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14. Kvadratické formy

Dcv. 14.1 Ve vektorovém prostoru R3 méjte kvadratickou formu
g(x,y,2) = 22° — 2xy + 4wz + y* + 227
Najdéte polarni bazi formy g a urcete jeji signaturu.

Dcv. 14.2 Rozhodnéte, zda existuje baze R3 takova, Ze matice formy g (z predchozi tlohy)
vici této bazi je

111
1 01
1 11
Bazi nemusite piipadné vycislovat, ale odpovéd néalezité zduvodnéte.

Dcv. 14.3 Najdéte libovolnou pozitivné definitni kvadratickou formu, kterd méa stejnou
polarni bézi jako forma g.
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