DISKRETNI MATEMATIKA
* % * VANOCNI SADA DOMACICH UKOLU * * *
k odevzdani nejpozdéji 3 dny pred planovanym terminem zkkousky

O VANOCNI SADE PRIKLADU:

e vanoc¢ni sada je $tédra;)

e za kazdy pfiklad je moZzné ziskat 2 body

e neni stanovené pevné datum odevzdéani, ALE pocitejte s tim, Ze mi bude trvat n&jaky ¢as je opravit -
vyhrazuji si MINIMALNE 3 DNY na opraveni piikladii

e priklady nemusite odevzdat najednou

e poditejte s tim, Ze z nich nemusite ziskat plny pocet a odevzdejte je na etapy / vyfesté jich vic nez kolik
bodt minimélné potiebujete

e odevzdavat je miZete pfes moodle / emailem

e pokud budete mit otédzky ohledné zadéani, ozvéte se.

AT SE VAM DARI A POD STROMECKEM PRIJEMNE POCITA :)

Priklad 1. Sectéte:

Priklad 2. Dokazte:

1n+2(n71)+3(n72)+.__+(n71)2+n1: (n;2>

Piiklad 3. Dokazte (muZete zkusit vicero zptisoby) nésledujici vztah:
2\ (n n 3\ (n—1 n 4\ (n—2 T n\ (2 (n+3
2)\2 2 2 2 2 T2/ \2) \ 5

Piiklad 4. # monotonnich funkeci.
Kolik existuje funkei f: {1,2,...n} — {1,2,...n}, které jsou monotnni, t.j. pro i < j plati f(i) < f(j)?

Priklad 5. 0 nebo 5 [4 body]

Necht G je souvisly graf, v ném# kazdé dva rtizné vrcholy u, v maji bud 0 nebo 5 spole¢nych vrcholi. DokaZte,
7e pak je G nutné k-regularni (pro né&jaké k).

(Hint: podivejte se na u,v spojené hranou, nazvéme U mnoZinu sousedt vrcholu u a V mnoZinu sousedd v.
Zkuste dokazat, ze |U| = |V|.)

Priklad 6. I bez nich to pijde. 5 bodi]
Dokazte, ze kazdy souvisly graf G na alespon tfech vrcholech obsahuje dva vrcholy u a v takové, Zze vSechny tii
grafy G\ {u}, G\ {v} a G\ {u,v} jsou souvislé.

Priklad 7. Neexistence grafu.
Ukazte, ze neexistuje eulerovsky rovinny graf jehoz stény by tvofil jeden péticyklus a samé trojihelniky.
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Piiklad 8. Sousedi Ukaizte, Ze pro kazdy strom s n vrcholy existuje pofadi vrchola {vy,...,v,} takové, Ze
pro kazdé ¢ > 1 plati, Ze v; ma pravé jednoho souseda v mnozing {vy,...,v;—1}.

Priklad 9. Nash-Wiliamsova véta.
Ukazte, ze hrany kazdého rovinného grafu lze zorientovat tak, ze kazdy vrchol ma vystupni stupen nejvyse 3.

Priklad 10. Véta o ¢étyfrech barvach.
Dokazte vétu o ¢tyfech barvach pro rovinné grafy bez trojuhelnikia.

Priklad 11. Barevnost grafu.
Dokazte uziteéné tvrzeni:

V&)
a(Q)

(x(G) je barevnost grafu G, «(G) velikost nejvétsi nezavislé mnoziny v G.)

X(G) >

Piiklad 12. x(G).
Dokazte: x(G) <1+ max{degs(z)| z € V(G)}.

Priklad 13. Obarveni skoro K,,.

(1) Uréete chromatické ¢islo uplného grafu bez jedné hrany.
(2) Skuste z grafu K,, odebrat 2 hrany tak, aby jeho barevnost klesla co nejvic.

Piiklad 14. Urcete chromatické ¢islo grafu W,, (kolesa), coz je graf, ktery vznikne z cyklu C,,_; pfidanim
jednoho vrcholu, ktery spojime s kazdym vrcholem cyklu. Nékolik ptikladii je na obrazku.

Priklad 15. Déleni rovinného grafu
Dokazte, Ze graf je rovinny, pravé kdyz libovolné jeho déleni je rovinny graf.

Priklad 16. Kdy je K, , rovinny?
Uréete pro kterd m a n je graf K, ,, rovinny (a dokazte).

Definice 1 (Maximaln{ rovinny graf). Mazimding rovinnyg graf je takovy graf, Zze pfidani jakékoliv dalsi hrany
(samozfejmé na téZe mnoziné vrcholl) zptisobi, Ze graf jiz nenf rovinny.

Definice 2 (Triangulace). Triangulace je rovinny graf, v némZ je kazda sténa (véetné vnéjsi) trojuhelnik.
Priklad 17. Triangulace.

Dokazte, ze kazda triangulace je maximalni rovinny graf a naopak kazdy maximalni rovinny graf je triangulace.
(Zminovali jsme si to v rychlosti na cviceni, zde to prosim dokaZzte dikladné.)

Priklad 18. Dual dualu.
Pokud G je souvisly rovinny graf, pak G = G**.
Dokazte i opa¢nou implikaci.



