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Definice 1. Strom je souvislý graf bez cykl̊u.

Definice 2. Necht’ G = (V,E) je souvislý graf. Pak graf T =
(V,F ), kde F ⊆ E, je kostra grafu G, pokud T je strom.

Úloha 1. Pro každé n ≥ 3 sestrojte graf, který má právě n koster.

Úloha 2. Mějme posloupnost přirozených č́ısel 1 ≤ d1 ≤ d2 ≤
· · · ≤ dn takovou, že

∑n
i=1 di = 2n − 2. Ukažte, že (d1, . . . ,dn) je

skóre stromu.

Úloha 3. Určete počet koster úplného grafu Kn bez jedné hrany.

Definice 3. Graf G je rovinný právě tehdy, když se dá nakreslit
do roviny bez kř́ıžeńı hran.

Věta 1. Necht’ G = (V,E) je rovinný graf s alespoň třemi vrcholy.
Pak plat́ı |E| ≤ 3|V | − 6.

Úloha 4. Ukažte, že každý rovinný graf má vrchol stupně nejvýše
5.

Úloha 5. Ukažte, že každý rovinný graf G = (V,E) bez izolo-
vaných vrchol̊u má alespoň |V |/2 vrchol̊u stupně nejvýše 10.

Úloha 6. Dokažte (bez použit́ı Kuratowského věty), že K5 neńı
rovinný.

Věta 2 (Kuratowského). Graf G je rovinný právě tehdy, když
neobsahuje děleńı K3,3 ani děleńı K5 jako podgraf.

Úloha 7. Ukažte, žeKn,m je rovinný právě tehdy, když min(n,m) ≤
2. Můžete použ́ıt Kuratowského větu.
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Úkoly odevzdávejte bud’ na cvičeńı nebo elektronicky mailem na
adresu mberg@kam.mff.cuni.cz.

Úloha 1 (4 body). Ukažte, že každý neorientovaný souvislý graf
lze zorientovat tak, že pro každý vrchol se jeho vstupńı a výstupńı
stupeň lǐśı maximálně o 1. Zorientováńım mysĺıme to, že každou
neorientovanou hranu nahrad́ıme orientovanou hranou v jednom
ze dvou možných směr̊u. Vstupńı stupeň vrcholu je počet orien-
tovaných hran, které do něj vedou. Výstupńı stupeň vrcholu je
počet orientovaných hran, které vedou z něj. Může být užitečné si
vzpomenout na eulerovské tahy.

Úloha 2 (3 body). Označme pn = κ(Kn), tedy pn označuje počet
koster úplného grafu na n vrcholech. Ukažte, že plat́ı následuj́ıćı
rekurentńı vzorec:

(n− 1)pn =
n−1∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
k(n− k)pkpn−k.

Úloha 3 (3 body). Ukažte, že doplněk rovinného grafu na 11
vrcholech nemůže být rovinný.

Úloha 4 (3 body). Ukažte, že libovolné nakresleńı rovinného grafu
s n ≥ 3 vrcholy má nejvýš 2n − 4 stěn. Pokud bychom nav́ıc
předpokládali, že daný graf neobsahuje trojúhelńık (cyklus délky
3), tak je stěn nejvýše n− 2.


