Matematicka analyza 2
Cviceni #4 — Funkce dvou proménnych web cvicent

Pro malé h plati f(a + h) = f(a) + f'(a)h.

(e = 0, @Y = ket (@) =€, () = ; (> 0).

(sinz) =cosx, (cosx) =—sinz, (f+9)=f+4, (cf) =cf.

(Fo) = Fg+ 1. (g) :“Efg (f 0 g)(2) = flg(@))g ().

Monotonie a extrémy. Je-li f/ > 0 na intervalu, f tam roste; je-li f/ < 0, klesa.
Vnitini lokalni extrém diferencovatelné funkce muze nastat jen tam, kde f* = 0. Na
uzavieném intervalu zkontrolujte také krajni body:.

Kompaktnost a extrémy. V R" je mnozina kompaktni praveé tehdy, kdyz je uza-
viena a omezena. Spojita realna funkce na neprdzdné kompaktni mnoziné nabyva
minima i maxima. (Polynomy jsou spojité.)

Funkce dvou proménnych. Craf g : R? — R je plocha v R3. Vrstevnice g(x,y) =
¢ tvoii body stejné hodnoty; pfi zafixovani jedné soutradnice dostaneme funkci jedné
promeénné.

Piiklady

1. MA1. Uvazujte f(x) = 2% — 3z.
(a) Spocitejte f'(x) a rozhodnéte, na kterych intervalech funkce roste a klesa.
(b) Najdéte jeji lokdlni extrémy, urcete jejich typ a nacrtnéte graf.
(c) Jaké je minimum a maximum f na [—2,2]7 Ve kterych bodech jich nabyva?
2. Prvni funkce dvou proménnych. Polozme g(x,y) = 2% + 4y,

(a) Nakreslete vrstevnice g(x,y) = ¢ pro ¢ = 0,1, 4. Co na obrazku znamenaji?

(b) Nakreslete grafy jednorozmérnych funkei x — g(x,1) a y — g(1,y).

(c) Z bodu (1,1) se vydejme jednou ve sméru (1,0) a podruhé ve sméru (0, 1).
Vypocitejte derivace v £ = 0 jednorozmérnych funkei

p(t):g(l—l—t, 1)7 Q(t>:g(171+t)'

Co nam tyto dvé derivace tikaji?
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(d) Zkuste také smér (1, 1): spocitejte derivaci funkee r(t) = g(14+¢,1+t) vt =0.
Je opravdu zména v tomto sméru rychlejsi nez ve sméru (0,1)7 Co se stane,
kdyz misto (1, 1) pouzijete jednotkovyj vektor (1,1)//27

e) x Kter y’m smeérem nejrychleji. Muzeme se Vyd&t libovolny/m jednotkov y/m
J
smeérem v = (CL, b), kde CL2 + b2 = 1. Polozte

hy(t) = g(1 +ta, 1 +tb).

Spocitejte hl(0). Pro ktery smér je derivace nejvétsi a pro ktery nejmensi? Co
to znamena geometricky?

3. Kdy existuji extrémy? Pro g(x,y) = z* + 4y* z piedchozi tlohy najdéte
minimum a maximum (pokud existuji) na

K, =[-1,17  Ky,=(-1,1?%  K3=R*

Co nam o existenci extrémi fika véta o spojité funkei na kompaktu? Pozor: kdyz
nam véta nic nezarucuje, nemusi to jesté znamenat, ze extrém neexistuje.

4. » Maximum, minimum, nebo sedlo? Uvazujte
Flx,y) =2* — 3z + 9°.

Prozkoumejte chovani funkce v okoli bodu (1,0) a (—1,0). Co se dé&je, ménite-li
pouze x?7 Co pri zméné pouze y? Ktery z téchto bodi je lokdlnim minimem a
ktery sedlovyym bodem (v jeho okoli jsou jak vétsi, tak mensi hodnoty)? Své tvrzeni
zduvodnéte.

5. % Staci zkoumat jednotlivé souradnice? Definujme

H(x y) — x;ji_ny’ (33,:(/) 7& <O, O)7

0, (z,y) = (0,0).

Zkoumejte jednorozmérné funkce x — H(x,0) a y — H(0,y). Je presto H spojita
v (0,0)7 Co nam tento priklad ¥ika o studiu funkei vice proménnych pomoci fezu?
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Napovédy

Koukejte sem aZ tehdy, kdyzZ jste se chvili poctivé zasekli.

L.

Derivace je f'(x) = 3(2%> — 1) = 3(z — 1)(z + 1). Udélejte si znaménkovou tabulku
pro intervaly oddélené body —1 a 1. U posledni ¢asti porovnejte hodnoty také v
krajnich bodech —2, 2.

. Vrstevnice jsou mnoziny bodt, v nichz ma funkce stejnou hodnotu. V (b) dosadte

y=1,resp. x = 1. V (¢) a (d) derivujte obyc¢ejné funkce t. Pozor: vektory (1,1)
a (0,1) nemaji stejnou délku. Pro (e) vyjde h.(0) = 2a + 8b; zkuste Cauchyho—-
Schwarzovu nerovnost pro (2,8) a (a, b).

g je viude nezaporné a neomezend shora na R2. Na ¢tverci [—1, 1]? porovnejte stied
a rohy. Na otevieném ctverci si predstavte body stale blizsi k nékterému rohu, ale
stale uvnitt.

Funkei lze psdt F(x,y) = f(z) + 32, kde f je z prvni tlohy. Pro sedlovy bod
porovnejte dvé primky prochazejici danym bodem: vodorovnou a svislou. Pro uplny
ditkaz minima v (1, 0) zkuste upravit F(z,y) — F(1,0) a vytknout (z — 1)2.

. Na osach je H konstantné nulova. Zkuste se ale k pocatku blizit po primce y = x,

napiiklad pomoci posloupnosti (1/n,1/n).



