Matematicka analyza 2
Cviceni #3 — Metrické prostory podruhé

Pripomenuti definic a vét

web cviceni

V metrickém prostoru (M,d) je U C M oteviend, pokud pro kazdé x € U existuje r > 0 tak, ze B(z,r) C U. Je
uzaviend, pokud M \ U je oteviend. Posloupnost (z,) je Cauchyouvskd, pokud

(Ve > 0)(AN)(Vm,n > N) d(zm,z,) <e.

Prostor je uplng, pokud v ném kazda Cauchyovska posloupnost konverguje. Je kompaktni, pokud ma kazda posloupnost
podposloupnost konvergujici k bodu prostoru. Zobrazeni f : M — M je kontrakce, pokud existuje ¢ € [0,1) tak, ze

d(f(z), f(y)) <cd(z,y)  (v,y € M).

Banachova véta: Kontrakce tiplného metrického prostoru do sebe mé pravé jeden pevny bod a = f(a) a pro libovolné
o € M k nému konverguje posloupnost z,+1 = f(z,).

Priklady
1. Pevny bod a iterace. Necht f : [1,2] — R je ddna piedpisem f(z) =1+ 1-&-% Polozme xg = 1 a xy11 = f(xy).
(a) Spocitejte nekolik prvnich ¢lenu (z,,). Co tipujete, Ze je jejich limitou?
(b) Ukazte, ze f([1,2]) C [1,2] a ze pro vSechna z,y € [1,2] plati
[f(@) = ()l < glz —yl.
(¢) Co plyne z Banachovy véty pro libovolné xg € [1,2]? Urcete limitu iterace.

(d) * Najdete kontrakei (0,1) — (0,1), kterd nemd pevny bod. Pro¢ to neodporuje Banachové véte?

2. U’plnost a kompaktnost. Které z nasledujicich prostoru jsou tiplné a které kompaktni? Vzdy pouzijte obvyklou
vzdalenost |z — yl:
R, [0,1], (0,1), Z, {0,1,2,...,10}.
U netplnych zkuste najit Cauchyovskou posloupnost bez limity v prostoru; u nekompaktnich posloupnost bez
konvergentni podposloupnosti.

3. Otevienost a uzavienost zavisi na prostoru. Polozme
A={qecQ:q¢* <2}

Ukazte, ze A je zdroven oteviend i uzaviend v metrickém prostoru Q (s obvyklou vzdalenosti). Jak je to s
otevienosti a uzavienosti A jako podmnoziny R?

x 4. Vzddlenost od mnoziny. Necht @ # A C M v metrickém prostoru (M, d) a definujme
= inf .
h(x) inf d(z,a)
Dokazte, ze |h(z) — h(y)| < d(x,y). Ukazte, ze h(x) = 0 pravé tehdy, kdyz kazdé oteviend koule se stfedem z
protind A. Kdy je {z : h(z) =0} = A?
* 5. Porovnani metrik pomoci Cauchyho—Schwarzovy nerovnosti. Pro x = (x1,...,2,) € R” oznat¢me

n

lzlly = lwil, 2l =

i=1

Dokazte, ze pro kazdé x € R™ plati
lzllz < llzll < V..
Kdy nastava rovnost? Co nerovnosti fikaji o konvergenci posloupnosti v obou metrikéch?
* 6. Jak prodlouzit interval do nekonecna?
(a) Najdete bijekei f:(0,1) — R.
(b) Najdéte metriku d na (0, 1), pro kterou je f izometrii na (R, |z — y|).
(¢) Je ((0,1),d) tplny prostor? A je uplny (0,1) s obvyklou metrikou?
(d) % Lze f zvolit tak, aby obvykld a novd metrika uréovaly stejné oteviené mnoziny?
*% 7. Nekoneéné binarni Fetézce. Necht X = {0,1}N. Pro rtizné x,y € X polozme d(x,y) = 2%, kde k je prvni

index, ve kterém se lis{; ddle d(z,x) = 0. Dokazte, ze d je metrika; dokonce d(z,z) < max{d(x,y),d(y, z)}. Je
(X, d) uplny? Je kompaktni?
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Napoveédy

Koukejte sem az tehdy, kdyz jste se chvili poctivé zasekli.

(1)

(2)

Prvni ¢leny jsou 1, %, %, .... Upravte f(z) — f(y) na jediny zlomek. Pevny bod spliuje x = 1+

¢ést zkuste f(x) = /2 na (0,1).

1

115 Pro poslednt

V R ma kazda Cauchyovska posloupnost limitu a kazdd omezend posloupnost konvergentni podposloupnost. Pro
(0,1) zkuste x, = 1/(n + 1); pro R a Z posloupnost =, = n. Na koneéné mnoziné mus{ byt kazdd nekonecnd
posloupnost v nékterém bodé nekonec¢nékrat.

Jako podmnozina Q je A = Q N (—v/2,v/2). Vaimnéte si, ze £v/2 ¢ Q; pro otevienost dopliiku v Q to bude
dulezité. Jako podmnozina R obsahuje A jen raciondlni &isla.

Pro kazdé a € A plati d(z,a) < d(z,y) + d(y,a). Vezméte infimum pfes a a prohod'te x,y. Podminka h(z) = 0
znamend, ze pro kazdé r > 0 existuje a € A s d(z,a) <.

Levou nerovnost zkuste ziskat umocnénim a rozepsanim souc¢tu. Pro pravou pouzijte Cauchyho—Schwarzovu
nerovnost

na vektory (|z1|,...,|zn]) & (1,...,1).

Hledejte funkei, kters pii  — 07 utikd do —oo a pii 2 — 1~ do +oo (naptiklad pomoci tangens nebo logaritmu).
Novou vzdélenost méite po prevedeni bodii pomoci f. Pro stejné oteviené mnoziny se hodf spojitost f i f=1.

Jestlize « i z souhlasi s y v prvnich k bitech, souhlasi v nich i navzijem. Cauchyovskost znamena, Ze pro
kazdé pevné k se prvnich k bitu ¢lenu posloupnosti od jisté chvile neméni. Pro kompaktnost zkuste postupné
vybirat podposloupnosti s konstantnim prvnim, pak i druhym, tfetim atd. bitem a nakonec vzit diagondalni
podposloupnost.



