Matematicka analyza 2
Cviceni #2 — Metrické prostory

Pripomenuti definic

Metricky prostor je dvojice (M,d), kde d: M x M — R je metrika: pro vSechna x,y, 2 € M plat{
d(z,y) 20, dz,y)=0+=z=y, dzy) =d(yz), d,z)<d(@y)+dy,z2).
Oteviend a uzaviena koule se stfedem a a polomérem r > 0 jsou

B(a,r) ={x € M : d(z,a) < r}, B(a,r) ={x € M :d(z,a) <r}.

Mnozina U C M je oteviend, pokud pro kazdy x € U existuje r > 0 tak, ze B(x,r) C U; mnoZina je uzaviend, pokud
je jeji doplnék otevieny. Déle x,, — x znamend, ze d(z,,x) — 0. Zobrazeni f: M — N je spojité prave tehdy, kdyz z
xyn — x vzdy plyne f(z,,) — f(z).

Priklady

1. T#i pFirozené metriky na R?. Pro z = (21,2) a ¥y = (y1,y2) polozme

di(w,y) = lo1 —yi| + ez — g2l da(w,y) = V(@ —41)? + (22— 32)?,
doo (2, y) = max{|z1 — y1], |22 — y2[}.
(a) Nakreslete pro kazdou z téchto metrik otevienou jednotkovou kouli B((0,0),1) a jeji hranici.

2.

(b) Kterd z téchto jednotkovych koulf obsahuje kterou? DokaZzte své tvrzen{ piimo porovnanim di,dsa, doc.
etriky pro informatiky. Necht G je souvisly neorientovany graf a de(u,v) je délka nejkratsf cesty z u do v.
(

a) Ovéfte, ze dg je metrika na mnoziné vrcholu G.

(b) Uvazujte nekoneénou &tvercovou mifzku s vrcholy Z?, kde jsou hranou spojeny pravé body lisici se o 1 v jedné
soutfadnici. Ukazte, ze

da((z1,22), (1,92)) = 21 — y1| + |22 — Y.

Jak tato vzdalenost souvisi s d1 z pfedchozi tlohy?

(¢) V n-rozmérné krychli @, jsou vrcholy Fetézce z {0,1}" a hranou jsou spojeny pravé dva Fetézce lisici se v jednom
bitu. Jak vypadd de(z,y)? Kolik vrcholu je ve vzddlenosti nejvyse r od 07, kde r € {0,...,n}?

3. Oteviend, uzaviend, oboji, nebo ani jedno? Najdéte piiklad podmnoziny R, kterd je

(a) oteviend, ale neni uzavtend,
(b) uzaviend, ale neni oteviend,
(c) ani oteviend, ani uzaviend,

(d) zéroven oteviend i uzaviena.
4. V eukleidovské roviné R? uvazujte mnoziny
A={(z,y) e +y* <1}, B={(z,y):a" +y" <1},
C={(z,y):zy=0}, D={(z,0):0<x<1}.

Nejprve je nakreslete a tipnéte, které jsou oteviené a které uzaviené. Potom zkuste alesponn dvé své tvrzeni dokdzat z
definic.

5. Necht (M, d) je metricky prostor a a € M.
(a) Dokazte obrdcenou trojihelnikovou nerovnost
|d(z, a) — d(y, a)| < d(z,y).
(b) Dokazte, ze funkce f: M — R dand f(z) = d(z,a) je spojité.
(c) Pouzijte predchozi ¢asti k dukazu, ze kazdd oteviend koule je oteviend a kazdd uzaviend koule je uzaviena.
6. Definujte

Yy z%y
- (z,y) #(0,0), — 7 (z,y) # (0,0)
2 27 ’ ) Y s YY)y
flay)y == TV glw,y) = 22 +y*
0, (z,y) = (0,0), 0, (z,y) = (0,0).
Rozhodnéte, kterd z funkef je spojitd v (0,0). U nespojité funkce najdéte konkrétni posloupnost (xn,yn) — (0,0), kterd
nespojitost odhali; u spojité funkce tvrzeni dokazte.
* 7. Koule ve vysoké dimenzi. Nechf B, = {z € R" : ||z]|2 < 1} a pfedpokladejte, ze vol(rB,) = r" vol(B,). Jaks &dst
objemu B,, lezi ve vrstvé 1 —e < ||z]|2 < 17 Kolik je to pfiblizné pro n = 100 a ¢ = 0.05? Co vam vysledek F{kd o geometrii
ve vysoké dimenzi?
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Napoveédy

Koukejte sem az tehdy, kdyz jste se chvili poctivé zasekli.

(1) Pro kouli se sttedem v pocatku jen pfepiste podminku d((z,y), (0,0)) < 1. Pro porovndni metrik si vSimnéte, Ze pro

a,b > 0 plati
max{a,b} < vVa?+ b <a+b.

(2) Pro trojuhelnikovou nerovnost spojte nejkratsi cestu z u do w s nejkratsi cestou z w do v. V mifzce musi kazda cesta
udélat alespon |x1 — y1| horizontdlnich a |z — y2| vertikdlnich krokd. V Q. je vzddlenost pocet soufadnic, ve kterych se
fetézce lisi; vrcholu ve vzdélenosti pravé k od 0™ je (Z)

(3) Zkuste nejjednodussi intervaly: otevieny, uzavieny a polootevieny. Pro mnozinu, kterd je soutasné oteviend i uzaviens,
nezapomente na () a R.

(4) U otevienosti hledejte kolem libovolného bodu malou kouli, kterd nepfekro¢{ hranici. U uzavienosti muzete pracovat s
otevienosti dopliiku. Pro C si v§imnéte, Ze mimo obé soutadnicové osy jsou obé soufadnice nenulové; pro D se podivejte
na body blizko jeho vnitfku a na posloupnost blizici se ke krajnimu bodu.

(5) Z trojthelnikové nerovnosti napiste zvIdst d(z, a) < d(z,y)+d(y, a) a tutéz nerovnost s prohozenymi z,y. Je-li z € B(a,r),
zkuste polomér r — d(z, a) > 0. Je-li naopak = ¢ B(a,r), zkuste polomér d(z,a) —r > 0.

(6) U f zkuste napiiklad body na pifmce y = z. U g vyuzijte jednoduchy odhad
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(7) Vnitin{ koule o poloméru 1 — € mé relativn{ objem (1 — ¢)™. Vnéjsi vrstva je jeji doplnék v jednotkové kouli.



