
Matematická analýza 2
Cvičeńı #2 – Metrické prostory

Připomenut́ı definic

Metrický prostor je dvojice (M,d), kde d : M ×M → R je metrika: pro všechna x, y, z ∈ M plat́ı

d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y, d(x, y) = d(y, x), d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Otevřená a uzavřená koule se středem a a poloměrem r > 0 jsou

B(a, r) = {x ∈ M : d(x, a) < r}, B(a, r) = {x ∈ M : d(x, a) ≤ r}.
Množina U ⊆ M je otevřená, pokud pro každý x ∈ U existuje r > 0 tak, že B(x, r) ⊆ U ; množina je uzavřená, pokud
je jej́ı doplněk otevřený. Dále xn → x znamená, že d(xn, x) → 0. Zobrazeńı f : M → N je spojité právě tehdy, když z
xn → x vždy plyne f(xn) → f(x).

Př́ıklady

1. Tři přirozené metriky na R2. Pro x = (x1, x2) a y = (y1, y2) položme

d1(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|, d2(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2,

d∞(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|}.

(a) Nakreslete pro každou z těchto metrik otevřenou jednotkovou kouli B((0, 0), 1) a jej́ı hranici.

(b) Která z těchto jednotkových kouĺı obsahuje kterou? Dokažte svá tvrzeńı př́ımo porovnáńım d1, d2, d∞.

2. Metriky pro informatiky. Necht’ G je souvislý neorientovaný graf a dG(u, v) je délka nejkratš́ı cesty z u do v.

(a) Ověřte, že dG je metrika na množině vrchol̊u G.

(b) Uvažujte nekonečnou čtvercovou mř́ıžku s vrcholy Z2, kde jsou hranou spojeny právě body lǐśıćı se o 1 v jedné
souřadnici. Ukažte, že

dG((x1, x2), (y1, y2)) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|.
Jak tato vzdálenost souviśı s d1 z předchoźı úlohy?

(c) V n-rozměrné krychli Qn jsou vrcholy řetězce z {0, 1}n a hranou jsou spojeny právě dva řetězce lǐśıćı se v jednom
bitu. Jak vypadá dG(x, y)? Kolik vrchol̊u je ve vzdálenosti nejvýše r od 0n, kde r ∈ {0, . . . , n}?

3. Otevřená, uzavřená, oboj́ı, nebo ani jedno? Najděte př́ıklad podmnožiny R, která je

(a) otevřená, ale neńı uzavřená,

(b) uzavřená, ale neńı otevřená,

(c) ani otevřená, ani uzavřená,

(d) zároveň otevřená i uzavřená.

4. V eukleidovské rovině R2 uvažujte množiny

A = {(x, y) : x2 + y2 < 1}, B = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1},

C = {(x, y) : xy = 0}, D = {(x, 0) : 0 < x < 1}.
Nejprve je nakreslete a tipněte, které jsou otevřené a které uzavřené. Potom zkuste alespoň dvě svá tvrzeńı dokázat z
definic.

5. Necht’ (M,d) je metrický prostor a a ∈ M .

(a) Dokažte obrácenou trojúhelńıkovou nerovnost

|d(x, a)− d(y, a)| ≤ d(x, y).

(b) Dokažte, že funkce f : M → R daná f(x) = d(x, a) je spojitá.

(c) Použijte předchoźı části k d̊ukazu, že každá otevřená koule je otevřená a každá uzavřená koule je uzavřená.

6. Definujte

f(x, y) =


xy

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0),
g(x, y) =


x2y

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

Rozhodněte, která z funkćı je spojitá v (0, 0). U nespojité funkce najděte konkrétńı posloupnost (xn, yn) → (0, 0), která
nespojitost odhaĺı; u spojité funkce tvrzeńı dokažte.

⋆ 7. Koule ve vysoké dimenzi. Necht’ Bn = {x ∈ Rn : ∥x∥2 ≤ 1} a předpokládejte, že vol(rBn) = rn vol(Bn). Jaká část
objemu Bn lež́ı ve vrstvě 1−ε < ∥x∥2 ≤ 1? Kolik je to přibližně pro n = 100 a ε = 0.05? Co vám výsledek ř́ıká o geometrii
ve vysoké dimenzi?
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Nápovědy

Koukejte sem až tehdy, když jste se chv́ıli poctivě zasekli.

(1) Pro kouli se středem v počátku jen přepǐste podmı́nku d((x, y), (0, 0)) < 1. Pro porovnáńı metrik si všimněte, že pro
a, b ≥ 0 plat́ı

max{a, b} ≤
√

a2 + b2 ≤ a+ b.

(2) Pro trojúhelńıkovou nerovnost spojte nejkratš́ı cestu z u do w s nejkratš́ı cestou z w do v. V mř́ıžce muśı každá cesta
udělat alespoň |x1 − y1| horizontálńıch a |x2 − y2| vertikálńıch krok̊u. V Qn je vzdálenost počet souřadnic, ve kterých se
řetězce lǐśı; vrchol̊u ve vzdálenosti právě k od 0n je

(
n
k

)
.

(3) Zkuste nejjednodušš́ı intervaly: otevřený, uzavřený a polootevřený. Pro množinu, která je současně otevřená i uzavřená,
nezapomeňte na ∅ a R.

(4) U otevřenosti hledejte kolem libovolného bodu malou kouli, která nepřekroč́ı hranici. U uzavřenosti můžete pracovat s
otevřenost́ı doplňku. Pro C si všimněte, že mimo obě souřadnicové osy jsou obě souřadnice nenulové; pro D se pod́ıvejte
na body bĺızko jeho vnitřku a na posloupnost bĺıž́ıćı se ke krajńımu bodu.

(5) Z trojúhelńıkové nerovnosti napǐste zvlášt’ d(x, a) ≤ d(x, y)+d(y, a) a tutéž nerovnost s prohozenými x, y. Je-li x ∈ B(a, r),
zkuste poloměr r − d(x, a) > 0. Je-li naopak x /∈ B(a, r), zkuste poloměr d(x, a)− r > 0.

(6) U f zkuste např́ıklad body na př́ımce y = x. U g využijte jednoduchý odhad∣∣∣∣ x2y

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ |y|.

(7) Vnitřńı koule o poloměru 1− ε má relativńı objem (1− ε)n. Vněǰśı vrstva je jej́ı doplněk v jednotkové kouli.


