Matematicka analyza 2
Cviceni #1 — Opakovani z Matematické analyzy 1

Neni cilem vyresit vSechno.

Pripomenuti definic

Pro posloupnost (a,) redlnych ¢isel a a € R piSeme a,, — a, pokud
(Ve > 0)(AN € N)(Vn > N) lan, —al| < e.
V MA1 jste psali lim,,_,o a,, = a; zde budeme pro struénost psét a,, — a. Posloupnost (a,,) je Cauchyovskd, pokud
(Ve > 0)(3N € N)(Vm,n > N) lan, — am| < €.
Funkce f: R — R je spojitd v bodé a, pokud
(Ve > 0)(F0 > 0)(Vz € R) |z —a|l <6 =|f(x) — fla)] <e.

Piiklady
1. Uvazujte posloupnost a, = 1/n.

(a) Dokazte pifmo z definice, ze a,, — 0.
(b) Napiste pfesnou negaci vyroku a, — a.
(¢) Pomoci definice (nebo jeji negace) dokazte, ze posloupnost ((—1)™) nemd limitu.

2. Necht a,, — a a zéroveii |a,, — b,| — 0. Dokaite, Ze také b, — a.
Kterou vlastnost absolutni hodnoty jste v dukazu skuteéné potiebovali?

3. (a) Dokazte pifmo z definic, Ze kazdéd konvergentn{ posloupnost je Cauchyovska.
(b) Pro n > 1 polozte
110"V2)

Qn:TEQ-

Je (g,) Cauchyovskd posloupnost v Q? Konverguje v Q7
(¢) Co tento pifklad iika o rozdilu mezi Q a R?

4. Necht je f: R — R spojitd v bodé a a z,, — a. DokaZte z definic, Ze
f(zn) = [fla).

Co jste v dukazu skute¢né pouzili o vzdalenosti |z — y|? Fungoval by i s jinym rozumnym pojmem vzdélenosti?

* Plat{ i obrdcené tvrzeni{? Tj. pokud pro kazdou posloupnost x,, — a plati f(z,) — f(a), musi byt f spojitd v
a?

* 5. Definujte
ry z2
5 9 (x7y)7£(0,0)7 - e—— 0,0
floy)=q 2+ glz,y) = { 2 +y*’ () £ 0.0),
0, (z,y) = (0,0), 0, (z,y) = (0,0).
Pro kazdou z funkci rozhodnéte, zda pro kaZdé dvé posloupnosti x,, — 0 a y,, — 0 plati
f(@n,yn) =0, resp.  g(xn,yn) = 0.

* 6. Uvazujte funkci
F(x,y) = 2 + 49>
Stojime v bodé (1, 1) a miizeme se pohnout maly kousek ve sméru jednotkového vektoru v = (a, b), kde a®+b% = 1.
Polozte
hy(t) = F((1,1) + tv).
Pomoci nastroju z MA1 urcete, pro ktery smér v funkce F' v ¢ase t = 0 klesa nejrychleji.

* 7. Pro kazdé n > 2 najdéte n rtznych bodi v R* tak, aby mezi nimi bylo alespoii

n2
4
dvojic ve vzdéalenosti pfesné 1.
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Napoveédy

Pfi negovani vyroku postupné prohod’te V a 3. U posloupnosti (—1)" zkuste najit jedno pevné ¢ > 0, které
funguje proti libovolnému kandidatovi na limitu.

Zkuste odhadnout |b, — a| pies |b, — ay| a |a, — al.
Plat{ 0 < /2 — Gn < 107™. Pro Cauchyovskost muzete porovnat dva ¢leny pies V2.

Pro obracenou implikaci zkuste spor. Pokud f neni spojitd v a, existuje jedno €y > 0, pro které zadné ¢ nefunguje.
Co se stane, kdyz postupné vezmete § =1,1/2,1/3,...7

U prvni funkce zkuste naptiklad x, = y,. U druhé hledejte jednoduchy odhad absolutni hodnoty, ktery jde k
nule uz jen z x,, — 0 nebo y, — 0.

Nejprve spocitejte hl (0). Pak potfebujete minimalizovat linedrni vyraz v a,b za podminky a? + b% = 1.

Zapiste si predmeét Zaklady kombinatorické a vypocetni geometrie [NDMI009] :)



