Kombinatorika a grafy 1
Cviceni #9 — Ramseyovky

Treti sada domacich ukolu

Deadline: 15. 12. 2022 (v 9:00)

Reseni ve formatu PDF poslete mailem na matej@kam.mff.cuni.cz. Idedlné WTEX, muzete ale pouzit
cokoliv jiného (exportovaného do PDF) véetné scanu ruéniho feSeni. Moc vas ale prosim o dobfe ¢itelnd
feSeni.

1.

Kolik koster mé graf, slozeny z uplného grafu K, a cyklu C,,, které sdileji pravé jednu hranu (tj.
vezmeme cyklus za dva vrcholy spojené hranou a ty identifikujeme s néjakymi dvéma vrcholy kliky).
Pro porddek, je-li n = m = 3, tak odpoveéd je 8 (doufdm :D).

. Graf G mé 360 vrcholi a kazdy jeho vrchol ma stupen 3 nebo 4. Kazdy vrchol stupné 3 sousedi

se dvéma vrcholy stupné 3 a s jednim vrcholem stupné 4. Kazdy vrchol stupné 4 sousedi s jednim
vrcholem stupné 3 a se tfemi vrcholy stupné 4. Urcete pocet hran grafu G.

. Orientovany graf G = (V, E) je silné souvisly, pokud pro kazdé u,v € V obsahuje orientované cesty

u — v iv — u. Ukazte, Ze orientovany graf G je silné souvisly, pravé kdyz z kazdé vlastni podmnoziny
) C X C V(G) vychézi alespon jedna hrana do V' \ X.

Piiklady

1.

Urcete nejmensi N takové, Ze v kazdém Cerveno-modrém obarveni hran Ky najdeme bud modrou
kopii K1 3 nebo cervenou kopii Ks3.

(Schurova véta.) Dokazte, ze pro kazdé obarveni vSech ptirozenych ¢isel (bez nuly) dvéma barvami
najdeme z,y € N takové, ze x # y a navic z, y a x + y maji stejnou barvu.

. (Erdosovo—Szekeresovo lemma o podposloupnostech.)

(a) Dokazte, ze pro kazdé n € N existuje N € N takové, ze v kazdé posloupnosti N ruznych
prirozenych ¢isel najdeme rostouci nebo klesajici podposloupnost délky n. (Hint: Ramseyova
véta.)

(b) Dokazte, ze v kazdé posloupnosti (n — 1)(m — 1) + 1 ruznych pfirozenych ¢isel najdeme rostouct
podposloupnost délky n nebo klesajici délky m. (Miize i ted fungovat Ramseyova véta?)

(c¢) Najdéte posloupnost 16 ruznych pfirozenych éisel, kterd neobsahuje rostouci ani klesajici podpo-
sloupnost délky 5.

(a) Sestrojte libovolné velké {0, 1}-matice, které neobsahuji 2 x 2 matici se samymi nulami ani se
samymi jednickami jako diagondlni podmatici. Matice A o rozmérech nxn je diagondlni podmatice
N x N matice B, pokud existuje R € ([]X }) takové, ze A dostaneme z B, kdyz vybereme tadky i
sloupce s indexy z R.

(b) Ukazte, ze pro kazdé n € N existuje DM (n) € N takové, ze kazda {0, 1}-matice M(n) x M(n)
obsahuje n x n diagonalni podmatici, ktera ma vSechny prvky na diagonéle stejné, vSechny prvky
nad diagonalou stejné a vSechny prvky pod diagondlou stejné.

(c) Ukazte, ze pro kazdé n € N existuje M(n) € N takové, ze kazdd {0, 1}-matice M(n) x M(n)
obsahuje n X n podmatici, kterd obsahuje jen nuly nebo jen jednicky.
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