
Kombinatorika a grafy 1
Cvičeńı #4 – Vytvořuj́ıćı funkce naposledy

Prvńı sada domáćıch úkol̊u

Deadline: 3. 11. 2022 (v 9:00)
Řešeńı ve formátu PDF pošlete mailem na matej@kam.mff.cuni.cz. Ideálně LATEX, můžete ale použ́ıt

cokoliv jiného (exportovaného do PDF) včetně scanu ručńıho řešeńı. Moc vás ale prośım o dobře čitelná
řešeńı.

0. Rozhodněte se, jestli chcete, abych vaše body zveřejňoval na webu pod přezd́ıvkou. Pokud ano, pošlete
mi souhlas a nějakou přezd́ıvku. [0 bod̊u]

1. Pro každé n ∈ N rozhodněte, zda je větš́ı
(
16n
n

)
nebo

(
4n
2n

)
. (Hint: Napǐste si všechny odhady na obě

č́ısla, které znáte, a pod́ıvejte se, jestli mezi spodńım odhadem jednoho a horńım odhadem druhého
neumı́te dokázat správnou nerovnost.)

2. Zjistěte, čemu se rovná an, které je zadané rekurentńı rovnićı a0 = 2, a1 = 1, an+2 = an+1 + 2an pro
n ≥ 0.

3. Ideálńı zápočtová ṕısemka z Kombinatoriky a graf̊u 1 má celkem n ∈ N př́ıklad̊u. Z toho jsou alespoň
3 a nejvýše 6 na vytvořuj́ıćı funkce a lichý počet jich je na projektivńı roviny, pak je ještě potřeba mı́t
alespoň jeden př́ıklad na toky a alespoň jeden na Ramseyovky. Pokud označ́ıme jako an počet ideálńıch
zápočtových ṕısemek, najděte pro posloupnost (an) vytvořuj́ıćı funkci (bez nekonečných sum).

Př́ıklady

1. Ve zmrzlinářstv́ı prodávaj́ı 3 druhy zmrzlin – jahodovou, citronovou a čokoládovou. Kolika zp̊usoby si
můžete nechat naložit 12 kopečk̊u, pokud od každého druhu chcete alespoň dva kopečky, ale zároveň
chcete maximálně tři čokoládové kopečky? (Na pořad́ı kopečk̊u nezálež́ı.)

2. Těžš́ı: Ve zmrzlinářstv́ı prodávaj́ı 3 druhy zmrzlin – jahodovou, citronovou a čokoládovou. Zrovna dnes
máte chut’ na zmrzlinu, která má nejprve několik jakodových, potom několik citronových a nakonec
několik čokoládových kopečk̊u, přičemž od každého druhu chcete alespoň dva, čokoládové chcete nejv́ıce
tři a citronových chcete sudý počet. Zároveň do právě jednoho jahodového kopečku chcete zaṕıchnout
deštńıček. Kolik máte zp̊usob̊u, jak si objednat zmrzlinu o n kopečćıch? (Najděte vytvořuj́ıćı funkci
pro tuto posloupnost.)

3. Zjistěte, čemu se rovná an, které je zadané rekurentńı rovnićı a0 = 1, a1 = 2, an+2 = 5an+1 − 4an pro
n ≥ 0.

4. Těžš́ı: Zjistěte, čemu se rovná an, které je zadané rekurentńı rovnićı a0 = 1, a1 = 1, a2 = 1, an+3 =
2an+2 + an+1 − 2an pro n ≥ 0.

5. Určete koeficienty u mocnin x v zadaných výrazech a vyjádřete je ve tvaru
(
p
q

)
pro nějaká přirozená

p, q (a to ne tak, že ta č́ıslo spoč́ıtáte a pak najdete, kterému binomickému koeficientu se rovnaj́ı):

(a) U členu x14 ve výrazu (x+ x3 + x5 + · · · )6,
(b) u členu x3 ve výrazu 1√

1−4x
(v př́ıslušné mocninné řadě).

6. Spoč́ıtejte počet zp̊usob̊u, jak rozdělit konvexńı n-úhelńık pomoćı n − 3 úhlopř́ıček na trojúhelńıky.
(Abychom měli stejné definice, pro n = 4 je výsledek 2 a pro n = 5 je výsledek 5.) Doporučuju nejdř́ıv
vymyslet rekurenci a pak se zamyslet, jestli jste něco takového náhodou už neviděli na přednášce ;).

7. Těžš́ı: Necht’ f(x) je vytvořuj́ıćı funkce pro posloupnost (an). Spoč́ıtejte, jakou posloupnost vytvář́ı
funkce f( 1

1−x − 1) (tj. f(x+ x2 + · · · )). Pokud to pro vás je př́ılǐs jednoduché, udělejte to obecně pro
skládáńı vytvořuj́ıćıch funkćı f(g(x)), kde g(0) = 0.
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