Matematicka analyza I
Cviceni #4 — Posloupnosti & rady

Ctvrta série domacich ukolu

Deadline 20. 3.

1. Spocitejte nasledujici limity (nebo dokazte, ze neexistuji): [1 bod]
U a) muzete bez dukazu pouzit, ze lim /a,, + ¢ = v/lim a,, + ¢, pokud lim a,, existuje.
Pokud jste to poslali uz minuly tyden, tak znovu nemusite (dvakrat za to body stejné nedostanete :P).

(a) ap =+/¢, ant1 = Van, + ¢, kde ¢ > 0,

(b) ag = 4, An+1 =

1
1+an *
2. Rozhodnéte, zda (piip. k ¢emu) konverguji nasledujici fady: [1 bod]
n+2 n+1l_on
(a) Zolo(=1)"m, () oy

3. Spocitejte limsup a lim inf nésledujicich posloupnosti: [1 bod]
(a) cos (%), (b) a1 =3, apy1 = an% + n%rl

4. Najdéte vSechny hromadné body posloupnosti spliujici a; =1 a

n

min{d > 1:d|n}

Ay =

pro n > 1, kde d | n znamend d déli n. [1 bod]

Priklady
1. Spocitejte néasledujici limitu, nebo dokazte, ze neexistuje: ag = V2, ani1 = /2 — an.
2. Spocitejte limsup a lim inf nasledujicich posloupnosti:
(a) sin (%), () n™(F), () ap = 1000, aniy = 2, (d) (~1)" (242)

3. Najdéte vSechny hromadné body posloupnosti spliujici a; = 1 a a,, = min{d > 1:d | n} pron > 1,
kde d | n znamena d déli n.

4. Rozhodnéte, zda (pfip. k ¢emu) konverguji nasledujici fady:

() oolo(=D" (0) X T (9 oty sy

5. Dokazte, ze posloupnost (1 + %)” je rostouci a posloupnost (1 + %)”‘H klesajici. Odtud odvod'te, ze
tyto posloupnosti maji stejnou limitu.

6. Dokazte, ze lim ¥/n2 = 1, lim {/n =1 a ze lim /3 = 1.

7. Dokazte, ze geometrickd fada ) .~ ¢" konverguje, prave kdyz |¢| < 1, a to k 1%(1.



Hinty

Hinty si ¢téte teprve az si zkusite nad piikladem zapfemyslet sami a nebudete védét, co s nim!

1.

Vizdycky mé smysl spocitat si prvnich par ¢lenu a podivat se, jak se to chova, jestli to roste, klesa,
alternuje, ... Pak si v8imnéte, Ze sudé ¢leny tvorii klesajici posloupnost, liché ¢leny rostouci posloupnost
a ze véechny ¢leny jsou kladné a shora omezené /2. Tedy podposloupnost z lichych i ze sudych ¢lenit
ma4 limitu, staci dokazat, ze jsou ty dvé limity stejné (coz plyne napt. z toho, ze obé podposloupnosti

spliuji stejnou rekurenci b, 1 = /2 — /2 — by).

. Zase ma vzdycky smysl si zkusit, jak se posloupnost chova na tvodnich ¢lenech.

(a) Tady jde jenom o to, abyste znali standardni hodnoty funkce sinus. Pokud jste to na stfedni
nedélali nebo jste to uz zapomnéli, ozivte si to ;).

m™n

2
(c) Spocitejte si prvni ¢tyfi cleny. Pak si vyjadiete a,y2 v zavislosti na a,.

(d) Co kdyby tam chybeél ¢len (—1)"7

(b) Rozmyslete si, jak se chové sin(%}), z toho to uz je videét.

. Rozmyslete si, ze pro n > 1 je kazdé a,, prvocislo. Umite naopak pro kazdé prvocislo p a kazdé ngy najit

n > ng takové, ze a,, = p?

. Z prednasky zndte definici (¢astecné soucty), vite néco o geometrické radé (viz také tloha [7) a vite

néco o fadach n—ls, takze kazd4 tloha musi jit vyfesit s témito znalostmi.

(a) Najdéte vzorec pro ¢dsteéné soucty.

(b) Upravte to na rozdil dvou geometrickych fad (z nich jedna je jesté vynasobena konstantou).

(c) Pouzijte parcidlni zlomky, tj. uvédomte si, ze m = % — niifi pro néjaka ¢isla A a B. Tim to

rozdélite na rozdil dvou fad typu > %7 z nichz jedné chybi nékolik uvodnich ¢lenu, a proto se
vam kromé téch par ivodnich ¢lent odectou.

. V8echny ¢leny obou posloupnosti jsou kladné, takze posloupnost je rostouci (klesajici), préaveé kdyz

podil #11 je pro vSechna n ostie mensi (vétsi) nez 1. To, Ze maji stejnou limitu, plyne z toho, ze podil

n-tych ¢lenu téchto dvou posloupnosti jde k 1 (a z véty o limité podilu). Mimochodem, tahle limita je
presné cislo e.

. Ve vSech pripadech je jednoduché odhadnout posloupnosti zdola jednickou. V prvnim piipadé indukei

dokazte, ze je posloupnost klesajici (a tedy mé limitu) a sporem dokazte, ze limita nemuze byt > 1
(pouzijte, ze exponencidla roste rychleji nez druhd mocnica). Ve druhém i tfetim piipadé pouzijte
policajty s prvnim ptipadem.

Ovéite, ze (1 —x)(1+ 2 + 22+ -+ 2") = 1 — 2"} spocitejte ¢dstecné soucty a z toho odvod'te
tvrzeni.
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