
Matematická analýza I
Cvičeńı #3 – Posloupnosti II

Třet́ı série domáćıch úkol̊u

Deadline 13. 3. před cvičeńım. Můžete použ́ıvat všechna tvrzeńı z přednášky i ze cvičeńı, ale pozor na to,
abyste vždycky ověřili všechny předpoklady!

1. Spoč́ıtejte následuj́ıćı limity, nebo dokažte, že neexistuj́ı (u posledńı se vám může hodit Bernoulliho
nerovnost): [1 bod]

(a) n!
nn , (b) b

√
nc√
n

, (c) ncos(πn), (d) (1 + x)n + 3x− nx
2 , kde x ≥ −1.

2. Dokažte, že pokud an > bn pro všechna n ≥ n0 (kde n0 je nějaká konstanta) a an i bn maj́ı limitu,
potom lim an ≥ lim bn. Může nastat rovnost lim an = lim bn? [2 body]

3. Spoč́ıtejte následuj́ıćı limity (nebo dokažte, že neexistuj́ı): [1 bod]
Deadline na třet́ı úkol prodloužen do 20. 3.
U 1) můžete bez d̊ukazu použ́ıt, že lim

√
an + c =

√
lim an + c.

(a) a0 =
√
c, an+1 =

√
an + c, kde c > 0,

(b) a0 = 4, an+1 = 1
1+an

.

Př́ıklady

1. Spoč́ıtejte následuj́ıćı limity, nebo dokažte, že neexistuj́ı:
(a) sin(n)

n , (b) n
2n , (c) 2n

n! .

2. Dokažte, že pokud lim an > lim bn (speciálně obě existuj́ı), potom existuje n0 takové, že (∀n)(n ≥
n0 ⇒ an > bn).

3. Rozmyslete si, jaké implikace plat́ı mezi “posloupnost je shora neomezená” a “posloupnost má limitu
nekonečno”.

4. Seřad’te následuj́ıćı funkce podle toho, jak rychle rostou (kde k > 1 je konstanta): n, kn,
√
n, nn, nk, n!

5. Spoč́ıtejte následuj́ıćı limity, nebo dokažte, že neexistuj́ı (pro r̊uzné hodnoty parametr̊u to může
vycházet r̊uzně):

(a) a0 = 0, an+1 = an + 1
2(c− an)2, kde 0 ≤ c ≤ 1,

(b) a0 = c, an+1 = a2n
8 + 1, kde c ∈ R,

(c) a0 =
√

2, an+1 =
√

2− an.

6. Spoč́ıtejte lim sup a lim inf následuj́ıćıch posloupnost́ı:

(a) nsin(πn2 ), (b) sin
(
πn
3

)
, (c) a0 = 1000, an+1 = 3

an
, (d) a0 = 1000, an+1 = 3

an−3 .
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