Zaklady kombinatoriky a teorie grafu

Cviceni #8 — Ramseyova teorie

Opakovani

Je-li A mnozina a p € N, pak jako (’;‘) zna¢ime mnozinu vsech p-prvkovych podmnozin A a pro n € N
zna¢ime [n] = {0,1,...,n — 1}.

Véta 1 (Ramseyova véta pro p-tice). Pro vSechna p,n,k € N ezistuje N € N takové, Ze pro kazdé obarveni
c: (U;]) — [k] najdeme mnozinu A € ([]X]) takovou, Ze c je na (‘;) konstantni. Nejmensi takové N znacime
N =r(p,n,k) a nazgvdme ho Ramseyovo ¢islo pro p,n, k.

Dusledek 1. Pro kaZdé n existuje N takové, Ze v kazZdém obarveni hran Ky dvéma barvami najdeme
monochromaticky K, jako podgraf.

Véta 2 (Nekoneénd Ramseyova véta). Pro kazdé p, k € N plati, Ze v kazZdém obarveni c: (IE) — [k] najdeme

néjakou nekoneénou A C N takovou, Ze ¢ je na (‘2) konstantnd.

Piiklady

1. (Happy ending problem.) Dokazte, ze pro kazdé n € N existuje N € N takové, ze kazdd mnozina
N bodii v obecné poloze v R? obsahuje n bodii v konvexni poloze (tj. vrcholy konvexniho n-tihelnika).
Hint: Nejdiiv si ruéné rozmyslete, ze pro n = 4 staci zvolit N = 5.

2. Urcete nejmensi N takové, Ze v kazdém Eerveno-modrém obarveni hran Ky najdeme bud modrou
kopii K13 nebo cervenou kopii Ks3.

3. (Schurova véta.) Dokazte, Ze pro kazdé obarveni vSech piirozenych ¢isel (bez nuly) dvéma barvami

najdeme z,y € N takové, ze x # y a navic z, y a x + y maji stejnou barvu.

4. (Erdésovo—Szekeresovo lemma o podposloupnostech.)

(a) Dokazte, ze v kazdé posloupnosti (n — 1)(m — 1) + 1 rtznych pfirozenych cisel najdeme rostouci
podposloupnost délky n nebo klesajici délky m.

(b) Najdéte posloupnost 16 ruznych pfirozenych ¢éisel, kterd neobsahuje rostouci ani klesajici podpo-
sloupnost délky 5.

5. (a) Sestrojte libovolné velké {0, 1}-matice, které neobsahuji 2 x 2 matici se samymi nulami ani se
samymi jednickami jako diagondlni podmatici. Matice A o rozmérech n xn je diagondlni podmatice
N x N matice B, pokud existuje R € ([]X }) takové, ze A dostaneme z B, kdyz vybereme tadky i
sloupce s indexy z R.

(b) Ukazte, ze pro kazdé n € N existuje DM (n) € N takové, ze kazda {0, 1}-matice M(n) x M(n)
obsahuje n x n diagonalni podmatici, ktera mé vSechny prvky na diagonéle stejné, vSechny prvky
nad diagonalou stejné a vSechny prvky pod diagondlou stejné.

(c) Ukazte, ze pro kazdé n € N existuje M(n) € N takové, ze kazdd {0, 1}-matice M(n) x M(n)
obsahuje n X n podmatici, kterd obsahuje jen nuly nebo jen jednicky.

6. Najdéte 2-obarveni nekonecnych podmnozin N takové, ze zddné nekonectnd podmnozina N neni jedno-
barevna (muze se hodit axiom vybéru).



Hinty

Davam je bez zaruky, muzu v nich mit chyby. (Které jsou samoziejmé zamérné a kdyztak mé na né upo-
zornéte. )

1. Rozeberte to pro n = 4. Pak obarvéte v8echny étverice bodu podle toho, jestli dand Gtvefice tvoii
vrcholy konvexniho étyfihelnika (anebo jeden je uvnitt trojihelnika tvofeného zbylymi tfemi). Z
Ramseyovy véty pro p-tice dostanete jednobarevnou mnozinu. Pro¢ nemuze byt jednobarevnd v barvé
odpovidajici nekonvexni poloze? ;)

2. Vzpomerte si na dukaz, ze r(2,3,2) = 6. Tam ¢lovék zafixoval jeden vrchol, podival se na ¢ervené a
modré hrany, které z néj vychazeji, od jedné barvy musely byt alespon 3 a pak se ¢lovék podival na
ty jejich koncové vrcholy — jakou barvu mohou mit hrany mezi nimi? Tak tady to zkuste podobné.
Predpokladejte, ze mate dostatecné velky graf a zafixujte si jeden vrchol. Z néj vychazaji néjaké
¢ervené a modré hrany. Pokud jsou ty modré alespoii 3, mate vyhréano. TakZe jsou nejvyse dvé. Ted
si uvédomte, ze na koncovych vrcholech ¢ervenych hran musi byt modry uplny graf (jinak najdete
¢erveny trojuhelnik). Kdyby ten modry uplny graf mél alespon 4 vrcholy, najdete v ném modrou Kj 3,
takZe mame nejvyse 3 ¢ervené hrany. A ted uZ je to jenom o tom si s tim pohréat a zjistit, jestli u 2
modrych a 3 ¢ervenych uz i tak najdete jeden z hledanych graf. Pokud ne, tak zkonstruujete zaroven
Spatné obarveni. Pokud ano, zkonstruujte $patné obarveni o jedna mensiho grafu.

3. Necht c: N — [2] je takové obarveni. Zkonstruujte si obarveni ¢’ : (I;I) — [2] tak, ze d ({z,y}) = c(|Jz—y|)
a najdéte jednobarevny trojuhelnik v .

4. Pro i-ty prvek posloupnosti definujte dvojici (a;, b;) takovou, ze a; a b; jsou nejvétsi ¢isla takova, ze i-ty
prvek je poslednim prvkem néjaké rostouci podposloupnosti o a; prvcich a klesajici podposloupnosti
o b; prvcich. Rozmyslete si, Ze z4dné dva prvky nemohou mit shodné dvojice a z toho vyvod'te, Ze
v alesponi jedné dvojici musi byt a; > n nebo b; > m. To vam zaroven napovi, jak zkonstruovat
posloupnost pro b).

5. Vsimnéte si, ze diagonala diagonalni podmatice je diagonala matice. Takze staci vzit tfeba matici, ktera
ma4 na diagondle jednicky a vsude jinde nuly. V b) si uvédomte, ze Ramseyova véta tikd, ze tohle plati
pro symetrické matice, které maji na diagonéle nuly (vezméte matici sousednosti grafu). Takze staci
pouzit Ramseyovu vétu dvakrét (pro ”zesymetri¢tény”spodni trojihelnik a pro horni trojihelnik) a
pak Dirichletuv princip pro diagonalu. U c) najdéte matici, kterd ma celo-nulovy nebo celo-jednickovy
horni trojuhelnik a v ném uz najdete dostate¢né velkou ¢tvercovou podmatici.

6. Kazda nekoneénd podmnozina N je spocetnd, a tudiz obsahuje 2¢ nekone¢nych podmnozin. Prosté si
vSechny podmnoziny N uspofadejte a jednu po druhé v nich vyberte dvé podmnoziny, které obarvite
ruznymi barvami. V kazdém kroku budete mit obarveno < 2“ mnozin a budete mit k dispozici 2“
podmnozin aktudlni mnoziny, takze budou existovat dvé, které jste jesté neobarvili. (Aby to ¢lovék
udélal spravné, musi néco védét o teorii mnozin, transfinitni indukei atp.)

https: //kam. mff. cunt. cz/ ~matej/teaching/ 1920/ ktg


https://kam.mff.cuni.cz/~matej/teaching/1920/ktg

