Zaklady kombinatoriky a teorie grafu

Cviceni #7 — Rovinné grafy & barevnost

Opakovani

Graf G je rovinng, pokud mé alespon jedno rovinné nakresleni (tj. nakresleni, kde vrcholy jsou body, hrany
jsou kiivky spojujici vrcholy a hrany se mohou protinat jen ve svych koncovych vrcholech). Po odstranéni
hran se rovina rozpadne na koneény pocet souvislych oblasti, které nazyvame sténami nakreslens.

Jako k-obarveni grafu G = (V, E) nazveme funkci ¢: V. — {1,...k} takovou, ze je-li uv € E, pak
c(u) # c(v). Barevnost grafu G, znatend jako x(G), je nejmensi k takové, ze pro G existuje k-obarveni.

Véta 1 (Eulerova formule). Pro nakresleni souvislého rovinného grafu o v vrcholech, e hrandch a f sténdch
plativ —e+ f = 2.

Véta 2 (Kuratowského véta). Graf je rovinny, prdvé kdyz neobsahuje podrozdéleni Ks 3 ani K5 jako podgraf.

Véta 3 (Véta o 4 barvach). Je-li G rovinng, pak x(G) < 4.

Piiklady
(Posledni dva piiklady jsou docela tézké.)

1. Vnéjskové rovinnyg graf je takovy rovinny graf, ktery ma nakresleni, v némz vSechny vrcholy lezi na
vnéjsi sténé. Dokazte, ze kazdy vnéjskoveé rovinny graf je 3-obarvitelny.

2. Méjme rovinné nakresleni grafu G, v némz jsou v8echny stény trojihelniky. Pfedpokladejme navic, ze
na kazdém vrcholu lezi bud dort, nebo zmrzlina, anebo lizdtko. O sténé fekneme, Ze je mriamdzni,
pokud na ji piislusicich vrcholech najdeme vsechny t¥i dobroty (tj. kazdou prévé jednou). Dokazte, ze
miaméznich stén je sudy pocet.

3. Ukazte, ze mé-li rovinny graf viechny stupné sudé, pak jeho dual ma barevnost rovnou dvéma. (Pfesnou
definici dudlu si najdéte tieba na Wikipedii. Specidlné je tady tfeba povolit i multihrany a stény
velikosti 2.)

4. (Nash—Williams theorem.) Ukazte, ze hrany kazdého rovinného grafu jde zorientovat tak, ze kazdy
vrchol mé vystupni stupen nejvyse 3.

5. Dokaite, ze 4 < x(R?) < 7 (vy € E pravé kdyz ||z — y|| = 1). Kdyz se budete nudit: Dokazte, 7e
5 < x(R?).



Hinty

Davam je bez zaruky, muzu v nich mit chyby. (Které jsou samoziejmé zamérné a kdyztak mé na né upo-
zornéte. )

1.
2.

Zkuste ptidat vrchol pfipojeny ke vSemu a vyuzit vétu o 4 barvach.

Rekneme, ze hrana je chutnd, pokud spojuje vrcholy s riznymi dobrotami. Vyjadrete si pocet chutnych
hran pomoci po¢tu minaméznich trojuhelniku, nudnych trojihelniku (vSechny tii vrcholy maji stejnou
dobrotu) a zdloznich trojihelnika (dva vrcholy maji stejnou dobrotu, tieti ma jinou). Podivejte se na
tu rovnici modulo 2.

. Dudl duédlu je izomorfni puvodnimu grafu. Graf m& barevnost rovnou dvéma, pravé kdyz je bipartitni,

pravé kdyz neobsahuje liché cykly. Kdyby dual obsahoval lichy cyklus, tak obsahuje i lichou sténu
(postupné cyklus ofezejte), ale ta odpovidd vrcholu lichého stupné v puvodnim grafu.

. Vzpomeite si na minulé cvicent, ze pro kazdy rovinny graf G plati, ze | E(G)| < 3|V (G)|—6. (A protoze

podgrafy rovinnych grafu jsou rovinné, plati to i pro kazdy podgraf G.) Definujte si mnozinovy systém,
kde I = E(G), X = V(G)x{1, 2,3} tak, ze M. = {(v,i) : v € e,i € {1,2,3}}, jinak feceno, kazdé hrané
prifadime mnozinu obsahujici oba jeji koncové vrcholy se vemi 3 moznymi znackami, ¢ili |[M.| = 6 pro
kazdou e € E(G). Uvédomte si, ze tenhle mnozinovy systém spliiuje Hallovu podminku, najdéte systém
ruznych reprezentantu f a zorientujte hranu e = {u, v} ve sméru u — v, pravé kdyz f(e) = (v,4) pro
n&jaké i € {1,2,3}.

. Pro horni odhad najdéte obarveni, pro spodni odhad najdéte néjaky graf, ktery ma barevnost > 4

a jde vnofit do R? tak, ze viechny hrany budou tsecky délky 1. Vlastné si to asi prosté najdéte na
Wikipedii :P.
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